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Einleitung

Die vorliegende Arbeit behandelt spezielle Approximationsprobleme der Fourier Analysis. Es wer-
den Interpolationsverfahren zur Approximation von Funktionen aus periodischen Rdumen auf dem
ein- und zweidimensionalen Torus betrachtet. Das Hauptaugenmerk liegt dabei im eindimensiona-
len Fall auf den periodischen Nikorski-Besov-Raumen B,  (T) sowie im zweidimensionalen Fall
auf den periodischen Nikorskir-Besov-Rdumen mit dominierender gemischter Glattheit S;’qB(']I‘Q).
Im Zuge der Approximation werden von der Funktion nur Funktionswerte auf einem diskreten
Gitter benotigt. Ziel der Arbeit war es, die Giite einer solchen Approximation abzuschiitzen. Als
Maf dafiir dient der Approximationsfehler in der L,-Norm in Abhdngigkeit von der Gittergrisse.
In Kapitel 1 wird ein Verallgemeinerungsprinzip der klassischen trigonometrischen Interpolation
auf dem &dquidistanten Gitter angegeben und betrachtet. Dieses Prinzip bringt die periodische
DE LA VALLEE Poussin-Interpolation hervor. Auf dieser Basis wird in Kapitel 2 durch spezielle
Tensorproduktbildung ein Interpolationsverfahren fiir den zweidimensionalen Fall konstruiert. Die
Konstruktion desselben geht dabei auf Smoryak zurtick. Man stellt fest, dass dieses Verfahren weit
weniger Information iiber die Funktion bendtigt, als ein Verfahren, das die Idee aus dem Eindi-
mensionalen direkt (mittels Tensorproduktbildung) ins Zweidimensionale iibertrégt. Man spricht
deswegen von Interpolation auf schwach besetzten Gittern. Aufgrund der engen Verwandtschaft
der beiden angegebenen periodischen Funktionenraumskalen ist mit den Ergebnissen des ersten
Kapitels eine Aussage tiber den L,-Approximationsfehler dieses Verfahrens fiir Funktionen aus
S} ,B(T?) moglich. Diese Aussage bildet das Hauptresultat der Arbeit.
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Kapitel 1

Periodische Interpolation auf T

1.1  Vorbetrachtungen

Wir bezeichnen mit N die natiirlichen Zahlen (ohne Null) bzw. mit Ny die natiirlichen Zahlen
inklusive Null. Mit Z meinen wir die ganzen Zahlen und es wird Z" = Z X ... X Z fiir ein n € N

n mal

gesetzt. R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen und analog ist R = R x ... x R. Die Menge
der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet und man verwendet analog C* = C x ... x C. Es
sei T = [0,27] C R der 1-Torus, wobei gegeniiberliegende Punkte identifiziert werden. Das heisst
x,y € R werden genau dann identifiziert, wenn z — y = 27k mit k& € Z gilt. Spricht man von
einer Funktion f : T — C, so meint man eine 27 - periodische Funktion f : R — C, d.h. fiir alle
z € Rist f(z) = f(z + 2m) . Analog ist T" = [0, 27]" C R" der n-Torus. Hier identifiziert man
x= (1, Zn), Y= (Y1, -, Yn) € R genau dann, wenn x —y = 27k fiir k € Z" gilt. Eine Funktion
f: T™ — C stellt dann eine Funktion f : R” — C dar, die in jeder Komponente 27-periodisch ist.

Weiter werden folgende Festlegungen getroffen:

Definition 1.1

(i) Sei 1 < p < oo. Wir setzen:
1/p

L,(T) = { f: T = C Lebesgue-messbar : || f|L, (T)|| = /\f(:n)\pd:n <o
T

Im Falle p = oo ersetzt man das Integral durch das wesentliche Supremum:

| /| Loo(T)|| :=inf {r € R: {z € T :|f(z)] > r} ist Lebesgue-Nullmenge } .
(ii) Sei N € Ny. Dann setzen wir:
Ty = Z nre*® 1, € C 3 (trigonometrische Polynome der Ordnung < N).
k<N
(iii) Seien f € Li(T), k € Z, N € Ny. Dann setzen wir:

(1.1.1)

1 .
er(f) = ﬂ/f(a:)e_“”d:n (k-ter Fourierkoeffizient von f)
T

Snf(z) = Z cx(f)e*® (Fourierpartialsumme von f, Ordnung N). (1.1.2)
k| <N



1.2 Die Fouriertransformation 5

(iv) C(T) bezeichnet den Raum der stetigen Funktionen f: T — C. Dieser Raum ist zusammen
mit der Norm

|1 £1C(T)[| = sup | f(z)]
z€eT
ein Banachraum.

(v) A(T) sei der Raum der L;(T)-Funktionen mit absolut summierbaren Fourierkoeffizienten,
genannt Wieneralgebra, d.h.:

A(T) == {f € Li(T) : IfAMI == Y le(f)] < 00}-

k=—00
Das Paar (A(T), || - |A(T)]|) ist ein Banachraum. Man kann zeigen, dass f € A(T) stetig ist

(mit Interpretation) und
f — ¢ f eik-
o) 24

gilt. Damit erhilt man sofort die Einbettung
A(T) = C(T).

(vi) Sei 0 < g < co. Wir setzen:

1/q

by =S (a5); : [[(a);llgll = | D laj)” < oo
j=0

Im Falle ¢ = oo ersetzt man die Reihe druch sup |a;|. Das Paar (4, - |¢,]]) ist ein
J=0,1,...
Quasi-Banachraum (siehe Abschnitt 1.6) und fiir ¢ > 1 ein Banachraum.

1.2 Die Fouriertransformation

Definition 1.2 Sein € N.

(i) Sei @ C R™ Borel-messbar und 1 < p < co. Wir setzen:

1/p
L@) = f: 05 C: L@ = | [li@Pd] <o (1.2.1)
Q
mit der iiblichen Modifikation im Falle p = oo (siehe L,(T)).
(ii) Sei @ C R” offen und zusammenhingend. Dann setzen wir
C(Q):={f:9Q— C: f gleichmissig stetig und beschrénkt auf Q} (1.2.2)

und
(i)
C3e(Q) :={f : Q@ — C: f beliebig oft differenzierbar und suppf kompakt in 9}, (1.2.3)

wobei mit

suppf := {z € R : f(z) # 0}

der Tréger von f gemeint ist.
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Lemma 1.1 Der Raum C§°(Q) liegt dicht im Raum L,(Q2) mit 1 < p < oo.

Beweis Siehe dazu [Tr1].
Lemma 1.2 Seil € Ny und sei
F = {f = Z arx_1,1-(2'z —k): ap € C, ACZ" endlich} C Ly (R™).
keA

Dann gilt:

(") € (fj m)

1=0
wobei der Abschluss im L; (R™) zu bilden ist.

Beweis Einen Beweis findet man in [Sil].

Bemerkung 1.1 Die Funktionen in F; haben
(i) kompakten Tréger und

(ii) bestehen aus S#ulen in den Gitterpunkten 2~'k, k € A;. Die Sdulen haben Seitenlinge 27!
und Hohe ay. Der Punkt 27!k bildet den Mittelpunkt der Siule.

Definition 1.3 (Fouriertransformation/inverse Fouriertransformation)
Fiir f € L1(R") ist die Fouriertransformierte F f definiert als:

FHE) = (2m)F /f(x)e—”ida: (1.2.4)
Rn

n

fir £ € R” und mit z€ = > z;§. Unter denselben Voraussetzungen ist die inverse Fouriertrans-
i=1

formierte F~1 f erklért als:

FoUH(e) = (2m)~ 3 /f(a:)e”ﬁda: (1.2.5)
R’n
Bemerkung 1.2 Die Funktion g(z) = f(z)e~*¢ gehort wegen |g(z)| = |f(z)] fiir alle z € R zu
L;(R™). Damit macht die letzte Definition Sinn.

Lemma 1.3 (Figenschaften der Fouriertransformation) Die Fouriertransformation hat folgende
Eigenschaften:

(i) Fir alle f,g € L1 (R™) unf fiir alle \, u € C gilt:
FOf +pug) = AFf + uFg. (1.2.6)
Das heisst: F ist ein linearer Operator.

(ii) Sei h € R™. Dann gilt fiir die Fouriertransformierte von f(- — h):
F(F(-=m)() =Ff()e™™. (1.2.7)
(iii) Sei wieder h € R™. Dann gilt fiir die Fouriertransformierte von e f(-):

Fle™ f(N) = (FH(C~h) (1.2.8)
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(iv) Sei @ > 0. Dann gilt:

" F(f(a)() = (FN) (5)

a

(1.2.9)

Beweis (i),...,(iv) verifiziert man durch einfaches Nachrechnen unter Benutzung von (1.2.4).

Beispiel 1.1

(i) Ich betrachte im Folgenden die Fouriertransformierte von x[_1/2,1/2)(z) = { é
FX(=1/2,120()(€) = (2m) "2 / e X _1 /2,19 (2) doo
R'n
= (2n)" 3 e 18 dy

[

. b
= (271‘)_% H /e_ixjsjdwj.
j:Oil

2

]n

=

)

1oj=

Jetzt gilt:
1 1 & =0 :

/e—i$]‘5jdmj — e—iTiEj ‘1/2 . gj 75 . — M

) —i€; 12 ! fj/
wobei

sin(0)
=1
0

gesetzt wird. Das ist nichts weiter als die stetige Fortsetzung von £ —
Insgesamt gilt also:

FX(-1/2,1721 ()(§) = (2m)~% H Smfi%

Man sieht hier zwei Dinge:

(a) Fx[-1/2,1/2» (-)(&) ist unendlich oft differenzierbar und
(b) Fxi=1/2,1/2» (-)(§) —— 0.

|€]—o00

sin(€)
(),

T € [_%= %] .
sonst

(1.2.10)

(ii) Sei ® € L1(R™), A C Z™ eine endliche Menge und h > 0. Wir betrachten die Funktion:

f(z):= Zakq) (% — k) , mit ap € C.

keA

Die Fouriertransformierte von f berechnet sich nun zu:

FIE) = f(ZamP(i—kD(ﬁ)

kEA
1

(Lemma 1.3, (i)) = Z apF <<I> <E( — kh))) (5)

keA
emma 1.3, (ii = —ihk¢ -

(Lemma 1.3, (i) > e f(é(h))(ﬁ)
kEA

(Lemma 1.3, (iv)) = [Z ake_ihksh”] f@(hf)

keEA
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Satz 1.1 (Riemann-Lebesgue) Sei f € Ly(R™). Dann ist Ff € C(R") und:
lim Ff(¢) =0 (1.2.11)

|€| =00
Beweis Schritt 1:

Im Folgenden wird die gleichmiissige Stetigkeit von Ff(-) gezeigt:

FRE+m - FHO| < @n)E / e — 1]e= || f () dx
RTL

(2m)F / e — 1] f(2)\de
R’n

Sei & > 0. Wegen f € Li(R") existiert ein N > 0mit [ |f(x)|de < 5. Weiter ist:
lz|>N

—inz _ x)|dx £ x)|dx
[ e s < g [ @i <

lz|<N lz|<N

N ™

fiir || < (e, N) mit:

sup |1 —e 17| < S —
o <N 2[| f Ly (R

Damit folgt insgesamt fiir |n| < d(g):

[rem —as@iar = [ e - [ e il

(Stetigkeit in n =10)

lz|<N |z|>N <2
€
< S+2 [ 1@
lz|>N
< e

Damit folgt, dass F f(-) gleichmiissig stetig ist auf R™.
Schritt 2:

Als erstes ist festzuhalten, dass

[FrE)] < (2m)% / ™8]] f ()| da < /If(w)ldw = [If[ L1 (R™)]] (1.2.12)
R® R"

gilt. Sei e > 0. Zu zeigen ist: Es existiert ein N > 0 mit: V[£| > N ist |Ff(¢)| < e.

Aus Lemma 1.1 folgt: 3g € C§°(R") mit [|f — g|Li(R")|| < 5. Mit Lemma 1.2 folgt weiter
31 e N3h € F; mit ||g — h|L;(R")|| < §. Damit folgt:

1f = R[Ly(R™)I < [If = glLo(R™)]| + llg = AILL(R™)]] < g (1.2.13)

Damit erhilt man folgendes:

(FLOI = |F(f =)&) + Fh(E)]
|F(f = m) (& + [Fh)]

(212 < |If = BlL(R") |+ Fh(E)]. (1.2.14)
—_——

&
2
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Mit Beispiel 1.1 gilt dann:

[Zakeim_lg?ln]f X[=1/2,1/2]» (2~ ‘)

keA

Fh(¢)

—ik2 e o—In ‘ n(2- - 151) .
> age 2 H — 0 fiir [¢] = oc. (1.2.15)

-1
keA 2771

Sei jetzt N > 0 so, dass |Fh(¢)| < § fiir [£] > N, dann gilt mit (1.2.14) und (1.2.15):
(FfE)] <e, fiir [(]>N.

1.3 Ein Multiplikatoren-Theorem

Wir stellen hier ein sehr niitzliches Resultat bereit. Es geht um die L, (T)-Norm eines trigonometri-
schen Polynoms, dessen Fourierkoeffizienten mittels einer Gewichtsfunktion aus einer bestimmten
Funktionenklasse verdndert wurden.

Lemma 1.4 Sei M € L;(R) mit F~'M € L;(R). Dann gilt:
F(F'M)= M. (1.3.1)

Diese Indentitit ist vorerst in L;(R) zu verstehen.

Beweis Einen Beweis dieser Tatsache findet man implizit in [Tr1].

Wie man im Lemma sieht, verhilt sich der Operator F~! in einem gewissen Sinne als Umkehr-
operator von F. Nach Satz 1.1 folgt sofort aus M € L;(R) und F~'M € L;(R), dass M eine
stetige Funktion sein muss, die im Unendlichen verschwindet. Also kann man obige Gleichheit
auch punktweise verstehen.

Lemma 1.5 (Faltungslemma) Sei g € L1(R) und h € L;(T). Dann existiert die Funktion

g% h(z) == / o(y) - bz — y)dy (13.2)

R

als Ly (T)-Funktion.

Beweis Sei w(z,y) : T x R = C mit w(z,y) := g(y)h(z — y). Wir untersuchen die Existenz des

Integrals
//\g(y)\h(w—y)\dydx.
T R

/ / o) hz — y)|dedy

R T

- / 19| / Ih(z — )| dedy
T

R

Mit dem Satz von Fubini gilt:

[ [ 1swintz - idyas

T R

(Periodizitat von h) = /|g(y)|/|h(m)|dwdy
T

R

= [ lowldy [ 1hts) s
T

R
< 0.
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w(z,y) ist also Lebesgue-integrierbar und mit dem Satz von Fubini folgt weiter, dass dann auch
w(z, ") fiir fast alle z € T integrierbar ist. Damit macht (1.3.2) Sinn. Aus obiger Rechnung folgt
schliesslich, dass g * h € Ly (T) ist.

Lemma 1.6 Sei M € L;(R) eine Funktion mit F='M € L;(R) (d.h. insbesondere M € C(R)).

Sei weiter f(x) e kZZ cxe’*® eine L (T)-Funktion. Dann existiert kZZM(k)cke“”” in L (T) und
U(T) ke €
> M = @m) [ (Fan6) i - iy (133
kez 2

Beweis Das Lemma 1.5 stellt sicher, dass die rechte Seite von (1.3.3) als L; (T)-Funktion existiert.
Nach Voraussetzung gilt:

(271')*1/2 /(_'F*lM)(y)f(f — y)dy = (271-)*1/2 /(fflM)(y) cheik(zfy)d

R R kEZ

Ich zeige als néchstes, dass

(2m) 1/22/ FIM)(y)cpe ik(x=y) gy

kEZ 3
im L, (T)-Sinne existiert und
(27) 1/22/ FIM)(y)ere @V dy = (2m)~ 1/2/ W)Y e Vdy  (1.3.4)
kEZ R 5 keZ

gilt. Wir zeigen dieses Resultat als Folgerung der allgemeinen Aussage:
Seien g € L1(R), fr € Li(T) fir ¥ € Z und existiere > fr(z) in Li(T). Dann existiert auch

kEZ
z— Y [g(y)fr(x —y)dy in Ly (T) und es gilt

k€EZR
Z/ y)fe(z —y dy—/ kaw—

keZp keZ

Beweis dazu: Seien M, N € N. Es gilt:

/f 'S Sz —y dy—Z/f ) fele — y)dy| L4 (T)
kez k=—M %
- / 1 fil@ = y)dy| L(T)
keZ\[ M,N)
= //f fe(z — y)dy| du. (1.3.5)

T kGZ\[ M,N]
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Die Anwendung der Dreiecksungleichung fiir Integrale ergibt folgendes:
135 < [ [t ¥ e )| dyda
TR kEZ\[—M,N]
= Juen [ X st -p)|dedy
R T keZ\[-M,N]
(Fubini+Periodizitat) = / Z fr(z) da:/ |f(y)|dy
T |k€Z\[-M.,N] 2
————
c
= C > fu| Lu(T) STyl (1.3.6)
kEZ\[—M,N]
da Y fr in Li(T) existiert.
kez
Damit gilt (1.3.4) und man leitet weiter ab:
1 ) )
=Y [Frmnmacteay = Y a [ et
2 ezl KEZ  n
. 1
= che””— (f_lM)(y)e_’kydy
ke vam )
= Y aF(F M) (ke
ke
(Lemma 1.4) = Z CkM(k)elkm
keZ
[
Satz 1.2 Sei A C 7Z eine endliche Menge. Die Zahl dy € Ny ist gegeben durch
dp = max |k —1] > 0. (1.3.7)
kA
Sei weiter 1 < p < oo. Dann existiert eine Konstante ¢ = ¢(p) > 0, so dass fiir alle
t(x) = Y er(t)e*® und fiir alle M € W (R) N Ly (R)
kEA
> M(k)ere™™ | Ly(T) || < c||M(da-)[W3 (R)]| - [t L,(T)]. (1.3.8)

keA

gilt.

Beweis Dieser Satz ist eine Folgerung aus [STr, Theorem 3.3.4.]. Man braucht fiir den Beweis
die Darstellung eines gewichteten trigonometrischen Polynoms als Faltung (Lemma 1.6). Dabei
benétigt man die L;(R)-Zugehorigkeit von F~! M. Dies erhélt man mit [STr, Proposition 1.7.5.].

1
Man wendet die Proposition fiir p = 1 an und erhlt mit der Tatsache Wy (R) — B3, (R) die

Ungleichung
|F7IM|Li(R)]] < el MWy (R)]|-



1.4 Eine Ungleichung 12

Bemerkung 1.3 Es taucht der Funktionenraum W, (R) auf. Fiir m € N wird

1
2

Wi (R) = 4 f € Lay(R) < /W5 ®)]| == | D IIDfIL2(B)F | < oo (1.3.9)

loe|<m

gesetzt. Dabei bedeutet

dlely
D —
Y= ozt - - Oxpn
mit a = (a1, ...,an) € NJ und |a| = |ag| + ... + |ap|. Esist D*f in (1.3.9) im Distributionensinne

zu verstehen.

1.4 Eine Ungleichung

Unter dieser Uberschrift wird eine niitzliche Ungleichung als Folgerung aus der Jensen-schen Un-
gleichung bewiesen.

Lemma 1.7 (Jensen-sche Ungleichung)
Sei Q2 eine Borelmenge positiven Masses und @ eine auf R konvexe Funktion. Seien weiter o € L1 (1)
eine nichtnegative Funktion mit

0< ||a|Li ()] < oo

und u eine messbare Funktion, so dass u(z)a(z), ®(u(z))a(x) € L1(Q) gilt. Dann ist
Ju(z)a(z)dz ({‘ﬁ(u(az))a(az)daz

@
NVl ) = Tem@l

Beweis Eine Beweisskizze findet man in [Kul].
Daraus ergibt sich die fiir uns niitzliche

Folgerung 1 Sei QO = R/T. Sei weiter M € L;(Q) und f € L,(T) fir 1 < p < co. Dann ist
z+— [ M(y)f(z — y)dy eine L,(T)-Funktion und es gilt:
Q

/ M(y) £ — y)dy| Ly(T2)|| < IF1L,(DMILi ()] (14.1)

Beweis Im Falle p = oo folgt die Ungleichung (1.4.1) sofort.

Sei ab jetzt 1 < p < o0.

Gilt [|[M|L1(Q)|| = 0, so verschwindet die Funktion z — [ M(y)f(z — y) fast iiberall auf T wegen
Q

/ /M y)dy| dx

/ / M) f (e - y)ldy da

(Pubini) = / M (y), / |z — y)lde dy
Q T

(Periodizitdt von f) = ||M‘L1(Q)|| ||f‘Lp(T)||
= 0.

/ M) S (@ — y)dy| L. (T, 2)

Q

IN
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Also verschwindet die linke und die rechte Seite der Ungleichung (1.4.1).

Bleibt also noch [|M|L;(Q)|| > 0 zu betrachten. Sei ®(¢) = t?. Wegen p > 1 ist diese Funktion
eine konvexe Funktion auf R. Damit gilt:

/M y)dy| Ly(T,2)| = (/ /M<y>f<x—y>dypdw>p

T [Q

(/ [ 1)1 - ldy pdw> :
Q

IN

T

Wegen ||M|L(2)]| > 0 kann man folgendermassen fortfahren:

[ 1M @)@ = ldy| M1 @)
/ M) Iy )| < | L @) dm
T

[106) 1o = )y
L @)

XL

= ML ()] /<I>

T

;/
U
[

An dieser Stelle wenden wir die JenseEN-sche Ungleichung mit a(y) = M (y) und u(y) = f(z —y)
an. Das ergibt:

1

[oe-afuco] < o ([ [

Mit dem Satz von Fubini ergibt sich schliesslich:

ML ()| (/IM(y)/f(w—y)”dwdy)

Q T

[ MLy (I Lp(T]l-

IN

/M y)dy| L, (T, 2)

(Periodizitit von f)

1.5 Verschiedene Mittel

Definition 1.4
Die trigonometrischen Polynome Dy, Fn,vn € Ty mit

(a)
1 ) sin(2%H @) + 27l
Dy(x) := 5 Y et = ing  C TTIT ey, (1.5.1)
h[=N N+35 : xz=2n/
fir N € Np,
(b)
1 N
Fy(@) = 55 > Dj(x), (1.5.2)
j=0

fir N € Ny und
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(c)

2n
1 4_2 D;(z) N =2n
on(z) == i ,neN, (1.5.3)
%ZDj(x) N=2n-1
ji=n

fir N € N

heissen DIRICHLET-, FEJER- bzw DE LA VALLEE PoussiN - Kerne N-ter Ordnung.

Bemerkung 1.4 Sei f € L;(T). Fiir die oben eingefiihrte Fourierpartialsumme (siehe (1.1.2))
der Ordnung N gilt folgender Zusammenhang;:

Snf(z) = %f * Dy (), (1.5.4)

wobei der #-Operator analog zu (1.3.2) gebraucht wird. Der einzige Unterschied besteht darin,
dass man hier zwei L, (T)-Funktionen faltet, d.h:

f*Dn(z /f )Dn(z —t)dt (1.5.5)

Hierbei wird (1.5.5) Faltungsintegral genannt. Die Aussage sichert u.a., dass fiir eine Funktion
f € Ly1(T) die Funktion f % Dy(-) immer ein trigonometrisches Polynom der Ordnung N ist.

Beweis Mit der Definition von Sy f folgt:

Swi@) = 3 alpe

[k|<N
/f —zkt dt eikx
\k\<N

:Z /f eik(z—t)

\k\<N

/f th)dt.

\k\<N

DN(CI?—t)

Definition 1.5 Die Operatoren oy, fir N € Ny und Vi : L1(T) — Ty, fir N € N sind folgen-
dermassen erklirt:

on f(z) %f*FN(x = l/f (t)Fn(xz —t)dt und (1.5.6)

lf:ka /f Yon(z —t)dt, firx e T. (1.5.7)

VN f(2)

Aus der Bemerkung 1.4 und der Definition 1.4 folgt, dass on f, Vv f € Ty fiir f € Li(T). Man
nennt Vy f bzw. on f DE LA VALLEE PoussiN- bzw. FeJgEr - Mittel von f.

Die folgenden Betrachtungen dienen dazu, die fiir uns niitzlichen Eigenschaften der pE LA VALLEE
PoussiN-Mittel zusammenzufassen. Beweistechnisch beschrinken wir uns auf Von_q. Fiir Von gel-
ten natiirlich analoge Tatsachen.

Lemma 1.8 Sei N € N und f € Ly(T). Dann gelten die folgenden Beziehungen:
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(i)
/\FN(;U)\ o =1, (1.5.8)
T
(i)
van—1 =2Fn_1(z) — Fn_1(2) = (1 + 2cos(Nz))Fn_1(x), (1.5.9)
(iii)
cr(onf) = <1—L>c(f) und (1.5.10)
RN - N+1)™* o
Ck(V2N71f) = v (% Ck(f) (1511)
mit
1 : 0<t<1
v(t) =4 2—-t @ 1<t<2
0 : t>2
Das bedeutet insbesondere fiir f € Tiy:
Van-1f = f (1.5.12)

Beweis Einen Beweis findet man in [Sil].

Wegen L,(T) — Li(T) (Beweis mittels Holderscher Ungleichung) macht Vx : L,(T) — L,(T)
Sinn. Im néchsten Satz wird ||[Van—1 : L,(T) — L,(T)|| betrachtet.

Satz 1.3 Sei 1 <p < ocund N € N. Dann gilt:
1 <||Van—1: Lp(T) = L,(T)|| < 3. (1.5.13)

Beweis Sei f € L,(T) beliebig. Dann gilt:

1
WVanofILMI = 1| [ @ = thoavor (0] Ly(T.2)
T
(Lemma 1.8, (i) = 1 /(1 +2cos(Nt))Fn_1(t)f(x —t)dt| L,(T,z)||. (1.5.14)
™
T
Mit der Folgerung 1 ergibt sich:
1
Vaw s SIL(DI < LIALDI [ 10+ 2cos(N0) i (0]
T
1
< LI [ 1Fvaoldr
T
—_—
=1
(Lemma 1.8, (i) < 3|/ f|L,(T)||.

Wegen Von_1 f = f fiir alle konstanten f: T — C gilt die Abschéitzung nach unten.

Lemma 1.9 (Dichtheit der trigonometrischen Polynome)

(i) Die Menge |J T liegt dicht in C(T).
NeNg
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(i) Fiir 1 < p < oo liegt |J T dicht in L,(T).
N€eNp

Beweis Aussage (i) folgt aus der Tatsache, dass man fiir f € C(T)

lf —onfIC(T)| m 0

zeigen kann. Siehe dazu auch [Sil].

Fiir 1 < p < oo wissen wir durch Lemma 1.1, dass C§°((—m, 7)) dicht in L,((—m, 7)) liegt. Eine
Funktion aus C§°(—m, ) lasst sich aufgrund der Trégereigenschaft ohne Probleme 27-periodisieren.
Man muss nur periodisch fortsetzen. Daraus folgt, dass C(T) dicht in L,(T) liegt. Sei also f € L,(T)
und £ > 0. Dann finden wir ein g € C(T) mit ||f — g|Ly(T)|| < ¢/2. Wegen C(T) — L,(T) gilt
llg — ong|Lp(T)] = 0. Also gibt es ein M € N mit ||g — oarg|L,(T)|| < £/2. Schliesslich gilt:

1f = omgl Ly < |If = glLp(T)[ + [lg — om g/ Lp(T)|| < e
O

Lemma 1.10 Sei 1l < p < co. Weiter sei f € L,(T). Dann konvergieren die bE LA VALLEE POUSSIN-
Mittel von f in L,(T) gegen f. Im Falle p = oo hat man L,(T) duch C(T) zu ersetzen. Wir haben
also

i [f — Va fILy(T) = 0.

— 00

Beweis Mit Lemma 1.9 folgt, dass die Menge |J 7w dichtin L,(T) (bzw. C(T) fiir p = oo) liegt.
NeN

Wir wissen weiter, dass fiir trigonometrische Polgfnome Von_1t = t YN > N, gilt. Desweiteren

haben wir die gleichmiissige Beschréinktheit von ||[Van_1 : Ly(T) — L,(T)|| fiir alle N € N (Satz

1.3). Mit dem Satz von BaNacH/STEINHAUS folgt dann sofort

IVan—1f — fILp(T)]| gTRv 0

fiir alle f € L,(T) (bzw. f € C(T)). Analoges gilt fiir Vonyf und man erhilt die Aussage des
Lemmas.

Definition 1.6 Es sei (Y,|| - ||) ein Banachraum und X C Y ein linearer Teilraum. Weiter sei
f € Y. Die Grosse E(f,Y, X) ist definiert durch:

B(fY.X) = inf |If = glY]. (1.5.15)

Im Falle Y = L,(T) und X = Ty mit N € N wird abkiirzend
Ey(N. f) := B(f, Ly(T), Ty) (1.5.16)
gesetzt.

Lemma 1.11 Es sei Y ein Banachraum und X C Y ein endlichdimensionaler linearer Teilraum.
Dann ist das Infimum in (1.5.15) in Definition 1.6 ein Minimum.

Beweis Wir folgen DE Vorg, LoreENTzZ. Sei f € Y vorgegeben. Aufgrund der Definition existiert
eine Folge {gn}nen C X mit: ||f — gn|| —— E(f,Y, X). Damit gilt:
n—oo

lgn Yl = llgn = f + FIVII < |lgn = FIVI[ +I[FY]-
—_———

<1,n>ng
Damit ist {g,} beschridnkt und besitzt eine konvergente Teilfolge {gn, }+ (Bolzano Weierstrass)
mit: gn, k—) g € X, da X endlichdimensional und damit abgeschlossen ist. Also gilt:
—00

lgm. = SV Il — llg = 71V } = P == gl
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Fiir ein f € L,(T) existiert also insbesondere ein ¢ € Ty mit:
Ep(N, f) = [If = tILy(T)]|. (1.5.17)
Lemma 1.12 Sei 1 < p < oo, N € Nund f € Ly(T). Dann gilt:
E,@N — 1,1) < |If - Van -1 fILy|| < 4E,(N, /). (1.5.18)

Beweis Die erste Ungleichung folgt direkt aus der Definition. Sei tx € T ein trigonometrisches
Polynom mit ||f —t/L,(T)|| = E,(N, f). Eine solche Funktion existiert (siehe Lemma 1.11). Damit
gilt:

IVan—1f = tn|Lp(T)| + |If — tn|Lp(T)|

Van—1f = fILp(T)]

IN

(15.12) = |[Van-a(f = tn)|Lp(T)|| + [|f = tn|Lp(T)]]
(5.13) < 3|f = En[Lp(T + [If = tn|Lp(T)|
= A[[f —tn[Lp(T)
= 4E,(N,f). (1.5.19)

1.6 Nikolskij-Besov-Riaume auf T

1.6.1 Definition und dquivalente Charakterisierungen

Definition 1.7 (Quasinorm) Sei V ein Vektorraum iiber C. Eine Abbildung ||- || : V — [0, c0)
heisst Quasinorm auf V', wenn gilt:

Q1) [pl[=0&0v=0
(@2)  IA-vll =Xl , Vo e VA e C
@3) 3C>0VYv,weV |lv+wl < (o]l + [wl)

Bemerkung 1.5 Jede Norm ist eine Quasinorm. ()3) ist mit C' = 1 erfiillt.

Definition 1.8 Das Paar (V|| -||), bestehend aus einem Vektorraum V und einer Quasinorm || ||
auf V, ist ein Quasi-Banchachraum, wenn V' bzgl. der durch || - || erzeugten Topologie vollstéandig
ist, d.h:

(Zn)nen C V' Cauchy-Folge = (z,)nen konvergent in V.

Definition 1.9 (Nikolskij-Besov-Riume) Seien 1 < p < oo, 0 < g < oc und s > 0.

(i) Fiir 0 < ¢ < oo definieren wir

oo

B} ((T):={ f € Ly(T) : If|B} ,(D)ll& = IfILp(T)| + | D 299Ep(29, )7 | <oy,

7j=0
(ii) bzw fiir ¢ = oc

BS.(T) = {f € Ly(T) £ 1B (Dl = WL, + swp 29E,(20, ) < oo} |

j=0,1,...

Lemma 1.13 1 < p < 00, 0 < ¢ < o0, s > 0. Die Mengen B,  (T) sind komplexe Vektorrdume
mit den {iblichen Operationen und die Abbildung

I 1By (D= : By, o (T) = [0, 00)

ist eine Quasinorm auf By (T). Fiir ¢ > 1 ist diese Abbildung eine Norm.

Beweis Man rechnet hier leicht die entsprechenden Axiome nach.
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Bemerkung 1.6 Fiir s > 0und 0 < ¢ < oo ist B3, ,(T) C C(T). Es gilt namlich fiir f € B3, (T)

Eoo(2],f) —0

j—oo
(siehe Definition 1.9). Wegen Lemma 1.11 gibt es eine Folge (¢;);en mit ¢; € Ty und

1f = tj|Loo(T)[| —— 0.
j—oo

Das hat f € C(T) zur Folge.

Satz 1.4 Sei 1 <p < o0, 0< g <o0,s>0. Dann existieren Cp,Cy > 0, so dass Vf € L,(T) gilt:

Cil|f1B, (T e (S) 1 1By, (T)llv (g) Col| f1B (T (1.6.1)
mit .
1£1Bg o (Mllv = I ILp(M + | Y 2% f = Vassr _y f| L (T)] (1.6.2)
j=0

und der iiblichen Modifikation fiir ¢ = co.
Beweis Sei f € L,(T). Schritt 1:

Im Folgenden wird (i) gezeigt. Es gilt:

q

1£1Bs ,(D)lle = [[fIL(D) + | Y 299E, (27, f)?
j=0

1
q

IFILp(T + | Ep(L, )7+ Y 2B, (2, f)°
j=1

1
q

IN

o0
AL, (D + | Ep(1,£)  +> 20t B, (27 —1,f)7  ((1.6.3)
— =0 —_—

<IVif= Ly (7)o < Vaig1 4 S—F L (D)2

Zieht man den ausserhalb der Summe stehenden Summanden wieder in die Summe, so kann man
folgendermassen vergrossern:

AL (D) + [ D200 [V _y f — fIL, (T

(163) <
j=0
1
_ s+1 S jsq : q
= |IFILp(D)[ +2°F5 | D2 Vassa o f = fIL(T)||? | (1.6.4)
7=0
Wegen 25t5 > 1 gilt:
1
oo
s+1 ]
(1.64) < 255 [(IFILp(T)] + | D 27%[Vasua i f — FILp(T)|"
j=0

1
= G 1B (Mllv.
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Es ist hier sicherlich giinstiger, die Ungleichungskette von hinten nach vorn zu lesen, d.h. bei
lfIB, ,(T)||y < oo zu starten, nach unten abschétzen und schliesslich bei C1||f|B; ,(T)||r enden.
Auf diese Weise ist in jedem Schritt gesichert, das die vorkommenden Reihen auch im eigentlichen
Sinne existieren.

Schritt 2:

Im Folgenden wird (ii) gezeigt. Es gilt:

Q=

o0

AL (D + | D 27 Vaier 1 f = fILp(T)||

=0

1£1Bp.qllv

Q=

az13) < |IfIL(D) + | Y 2°939E, (2, f)°

i=0

Q=

IN

3| IFILy(TII + | D279 E, (27, f)°
j=0

=i CullfIB},(T)]l5-

Hier sollte man wieder die Ungleichungskette aus den oben schon erwéhnten Griinden von hinten
nach vorn lesen.

Folgerung 2 Mit dem Satz zeigt sich, dass fiir f € L,(T) gilt:
1£1B;(Tllv <00 <= f€ B, (T).

Man kénnte also By ,(T) auch mittels || f| B ,(T)[|v charakterisieren. Leichtes Nachrechnen ergibt,

dass ||-| B, ,(T)||v eine Quasinorm auf B; ,(T) ist. Der Satz zeigt also, dass die beiden Quasinormen

5

II-1B, ,(T)|lz und [|-|B; (T)[lv squivalent sind und demzufolge die gleiche Topologie auf By  (T)
erzeugen.

Im Folgenden beweisen wir noch eine niitzliche &quivalente Charakterisierung der Rdume By (T)
flir s >0und 1 < p,q < 0.

Satz 1.5 Essei s >0,1<p<oound 1< g <oo. Fiir f € Ly(T) definieren wir die Grosse

1/q

1£1B5 o (D" = { IViFILp (D + D [Vaser o f = Vas o fILp(TIT | (1.6.5)

=1

mit der iiblichen Modifikation im Falle ¢ = oc. Es gibt Konstanten Cy,Cs > 0, so dass fiir alle
f € Ly(T)

Cillf1By o (T)lv (S) 1£1By,,()II* (ﬁ) Coll £1By o (T]lv-

13 (X3

Beweis Aus der Tatsache Vot f = Vi _1 f = Vast1 1 (f — Vai_1 f) und dem Satz 1.3 folgt sofort
die Ungleichung (ii).
Bleibt noch die Ungleichung (i) zu zeigen. Wir zeigen zuerst ||f|L,(T)|| < C|/f|B, ,(T)||*. Dazu
nutzen wir aus, dass fir f € L,(T)
Y Vasioif = Vi f) + Vi f (1.6.6)

f =
Ly(T) &
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gilt. Wir miissen allerdings Lo (T) durch C(T) ersetzen. Diese Tatsache ist eine direkte Konsequenz
aus Lemma 1.10. Es gilt:

| F1Lp(T)|] < Vi FILp(T) + D [Vassr—1 f = Vas_1 f1Lp(T)|

j=1
< Vi FILp(T) + D 2775275 |Vasr _y f — Vai_y fILp(T)]|

j=1
< IIVlf\Lp(T)II+ Sup. 2”||Vy+1 f = Vaisi fILp (M) 277

Z
=:C

< (C+ DBy (T
< ClfIB, (D" (1.6.7)

(lg—=le)

Sei vorerst ¢ < co. Wir schiitzen nun den zweiten Summanden von (1.6.2) ab. Dazu nutzen wir
analog (1.6.6) fiir f € L,(T)

f=Vairiaf L > (Vassrsr 1 f = Vars 1 ).
P k=1
Es gilt also:
N ” . a\ 1/4
D127 (f = Vaser 1 HILp(T) = Z Z (Varitr 1 f = Varrs 1 f) | Lp(T)
=0 e (e — ¥ ()
o /oo 0\ /4
< (X (Z ||fpr(T)||> (1.6.8)
§=0 \k=1
Wir erkldren fiir jedes k € N durch A := (|| fF|L,(T), || f¥|L,(T)|l, ..., ||ff|Lp('JI‘)||, ...) eine Zahlen-

folge reeller Zahlen. Damit gilt:

o

Z )ilqll- (1.6.9)

(1.6.8)

|5

Wegen g > 1 ist £, ein Banachraum. Die Abschétzung in (1.6.9) ist dadurch moglich.
Jetzt folgt weiter:

(1.6.8) < > [ D N277 2005 (Vasass_y f — Vasun_y )|
k=1 \ j=0
< ZT'“IIf\Bz,q(T)II*
= CIIf\Bp,q( -
Also haben wir
1£1B5.(Dllv < (C + )l f1B; (DI
Diese Ungleichung erhélt man mit den entsprechenden Modifikationen auch fiir ¢ = oc. O

Wir kénnen damit den Raum Bj (T) auch mit [| - |B; ,[|* charakterisieren.
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1.6.2 Vollsténdigkeit der B; (T)

Satz 1.6 Sei 1 < p < 00, 0 < ¢ < o0, s > 0. Dann ist das Paar (Bj (T),||-|BS,Ilv) bzw
(Bs (T), 1l - IBs ,lle) ein Quasi-Banachraum (fiir ¢ > 1 ein Banachraum) und wir bezeichnen es
ab jetzt kurz mit B;  (T).

Beweis Sei (f,)n eine Cauchyfolge in B, (T),
d.h.:Ve>0,3n. € N, Vn,m > n.:

| fn = fn| Ba,(Dllv < e.

Zu zeigen ist:
3f € B, ,(T) mit [|f — fu|B, ,(T)|ly — 0 fiir n — oo.

Die folgenden Betrachtungen setzen ¢ < oo voraus. Fiir ¢ = oo erhilt man analoge Resultate mit
den {iblichen Modifikationen.
Es gilt:

o

S0 299 f = Vasss o Sl (DI | < Il By (Tl < 00, ¥ € N
j=0

Damit folgt: '
(A7), = (2781 fn — V2j+1_1fn\Lp(’[F)||)j €l,, ¥YneN

Ich zeige als néchstes: ((A;l)])n C ¢, ist eine Cauchy-folge in ¢,. Wir betrachten dazu:

(A7) = (AP);lll” = D 1AT — A7

j=0

= 22j8q| (H.fn - V2i+171fn|Lp(T)|| - ”.fm - V2i+171fm|Lp(T)||) |q
j=0

< D 20 f = fon = Vaser 1 fn + Vastr 1 fin| Ly (T)]|?
7j=0

= ) 27| fr = fn = (Vastr _1fr = Vastr 1 fom) | Ly (T)|-
7j=0

Also folgt insgesamt:
(AR = (APl < | D22 fn = fn = Vasss 1 (fn = fin) [ Lp(D?
j=0
< ||fn - fm‘Bgqu(T)HV-

Aus der Vollstindigkeit des ¢, folgt, dass es ein (4;); € ¢, gibt, mit:
1(A7); — (A;)14]l = 0, fiir n — oo. (1.6.10)

Man sieht jetzt fir n,j € N:
oo
A7 — A1 < Z (AT — A7 =[(A7); — (A;);144]|" = 0, fiir n — oc (siehe (1.6.10)).
7=0

Damit gilt also Vj € N:
A = Aj, firn — oo (1.6.11)
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Wegen ||g|L,(T)|| < |lg|B; ,(T)|[v Vg € Ly(T) (siche Definition) ist (fy), auch eine Cauchyfolge
in L,(T) (bzgl. || - |Lp(T)||). Damit existiert ein f € L,(T) mit:

If = fal Lp(T)|| = 0, fiir n — oo (1.6.12)

Ich zeige:
(i) f € B; ,(T) und
(i) 11f = Ful B (D)l = 0 fir n = oc.
Um (i) zu zeigen, argumentieren wir so: Wegen (1.6.12) gilt Vj € Ny:

AT = 29| = Vasr 1y fal Ep(T)| ——> 2911 = Vasa 1y [IL(T) | = 4. (1.6.13)

Hier wird nur verwendet, dass Va;+1_1 ein stetiger Operator von L, (T) — L, (T) ist. Die gleichméssi-
ge Beschrinktheit der Normen (Satz 1.3) braucht man nicht.
Damit gilt wegen (4;); € {4

1
q q

S 2~ Vo AL = (D14, ] <. (1.6.14)
7=0 Jj=0

Und das bedeutet:
fe B;q(’[F).

Fiir (ii) fixieren wir ein € > 0. Es geniigt zu zeigen, dass es ein n(e) € N gibt, so dass:

o0

Y 2% = = Vaisri 1 (fn = HLp(T)|| <&, Y > n(e), (1.6.15)

7=0
Dazu reicht es wiederum zu zeigen, dass gilt:
M .
In(e) €N, ¥n > n(e)VM € N: Y 2°|f, — f = Vassr_y(fo — HILp(T)|| < &7
j=0
Da (fn)n C B, ,(T) eine Cauchyfolge ist, existiert ein n(e) € N, so dass
o o4
Z 2750\ fry = fm — Vaitr_1(fn — fm)|LP(T)||q < Bl Vn,m > n(e).
j=0
Sei M € N beliebig und fest. Dann gilt:

M
. gq
Z 2jsq||fn — fm — V21'+171(fn - fm)|LP(T)||q < E , Vn,m > n(E)
j=0
Wie oben schon gesehen, gilt fiir festes j € Ny:
2959)| fon — f = Vasir 1 (fn = AL, (DT —= 0.

Eine endliche Summe von Nullfolgen ist wieder ein Nullfolge. Damit gilt Vm > m/(M, ¢):

M
S5 fy — £ = Vasss 1~ DILD]7 < 5

=0
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Also gilt Vn > n(e) und fiir ein m > max(n(e), m(M,e)):

M M

D2 o= f = Vorria(fu = DILo(DIT < Y2 = fn = Vosr o1 (fa = Fim) | Lp(D)]?

j=0 7j=0

IN

M
+ Zstqum — = Vairr1(fm = DILp(T)||*

0

m&)
<

Eq
< J—
+2

'm»n [\’)|

<

Liest man nur den Anfang und das Ende der Ungleichungskette, so folgt Vn > n(e):

M

S B fo— f = Vasss 1 (o~ DIL(T)]7 < ° (1.6.16)

=0

Da das M € N beliebig gewihlt wurde, nachdem das n(e) fest war, gilt (1.6.16) fiir alle endlichen
Summen dieser Art. Wegen der nichtnegativen Summanden, folgt (1.6.15) aus der Tatsache, dass
die Partialsummenfolge monoton steigend und nach oben durch £? beschriankt sind. d

1.6.3 Die Einbettung von B, (T) in C(T)
Definition 1.10 Sei t(z) ein trigonometrisches Polynom. Wir setzen:
suppt := {k € Z : cx(t) # 0}.
Lemma 1.14 (Nikorskii-Ungleichung)
Sei 0 < p < 00, p< q<oound py die kleinste natiirliche Zahl grésser oder gleich p/2. Wir setzen
fiir ein trigonometrisches Polynom #(x)
1 —~
Cpot = 5 |supp #7].
Dann gilt die Ungleichung
1£@)I Lo (Tl < (Cpo,) /P~ 4]8(2) | Ly ().
Beweis Siehe dazu [STr, Abschnitt 3.3.2.].
Satz 1.7 Sei 1 <p< o0, 1 <¢g<oound s> 1/p. Dann ist
B; ,(T) = C(T).
Beweis Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir p < oc. Dazu wird B; (T) € C(T) und
IFICDI < ClifIBy (DI Vf e B (T)

gezeigt. Sei f € B, (T). Wegen £, — (s ist natiirlich f € Bj (T). Mithilfe der Nikorsk1-
Ungleichung sind wir in der Lage, || Vaj+1_1 f — Vi1 f |C(T)|| abzuschétzen. Dazu miissen wir als

t(x)
erstes die Grossenordnung von Cp, + bestimmen. Fiir das trigonometrische Polynom ¢ gilt:

c(t) #0 = |k <29FL

Damit gilt fiir tPo: ‘
ck(tP) #0 = |k| < pp2iT!
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Somit ist C(pg,t)'/? < ¢(p)27/?. Die Nikorskis-Ungleichung fiihrt dann zu Folgendem:
[Vassr 1 f = Vas 1 FIC(T)|| < €29/7|[Vosr 1 f — Vos 1 f|Lp(T)|| . wobei
das ¢ nicht von f und j abhingt. Wir haben also:
[Vaisr_1 f = Vs a FIC(T)| = [[Vasr_a f = Va1 f|C(T)||277°27°279/P23/7
P0/2=197 33 Vagor 1§ = Vo1 £ O

el Vaj+1 1 f=Vas 1 FILp(T)||

2P| £1B; L (T)|I".

IN

Und das fiihrt zu

IVLAICD+ Y Vassr o f =Vas a FICT < {IF1By oo (D" + 1f|Bp oo (T)[* Y 290/P7%)
j=1

j=1

=:C

< GilllfIBp oo (D (1.6.17)
(s>1/p)

o) -~
Aufgrund der absoluten Konvergenz von Vi f+ >~ (Vaj+1_1 f —Vai_1 f) in C(T) existiert f = V4 f+
j=1

> (Vai+r 1 f — Voi 1 f) in C(T). Wir haben nun die Einbettung C(T) < L,(T) zur Verfiigung.

Jj=1
~ %)
Damit ist auch f = Vif + > (Vai+r_1f — Vai_1f) in L,(T). Wegen p < oo gilt (1.6.6). Die
j=1

Eindeutigkeit des Grenzwertes hat dann f = f (fast iiberall) zur Folge. Also ist f € C(T) und
wegen

IICDI< IVAFICMDI + 3 [Vasn—1 £ = Vas 1 /IO
j=1
gilt mit (1.6.17)
I/ICDI < CilfIBy (DI < Callf Byl

Lq )

Im Falle p = oc haben wir fiir s > 0
B, ,(T) < C(T).

Liest man die Ungleichungskette (1.6.7) ab der zweiten Zeile, so erhilt man fiir f € B3, ,(T)

IVLAIC(T) + Y 1Vaisr 1 f = Vai 1 fIC(T)[| < Csl| f1 B, o (T)]] < 00, (1.6.18)

i=1
Damit existiert

F=Vif+) (Vasriog = Vas_if) = Jim Vow_yf (1.6.19)

j=1
in C(T). Sei jetzt k € Z. Dann gilt:

cx(f) = A}gnm ce(Von _1 f) = e (f).

Damit muss fast iiberall f = f gelten. Mit (1.6.18) und (1.6.19) erhiilt man dann
IFICD < Csl| f1BS 00 (DI < Cul [ fIBZ 4 (T)]- O
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1.7 Die klassische trigonometrische Interpolation

Das folgende Lemma nimmt Bezug auf den in Definition 1.4 eingefiihrten Dirichlet-Kern. Bis jetzt
wissen wir, dass Dy (-) € T gilt.

Lemma 1.15 Sei Dy(z) der in Definition 1.4 erklérte Dirichlet-Kern. Dann gilt fir ! € {0, ...,2N}

o7l IN +1
D = . 1.7.1
N<2N+1> 5 o (1.7.1)

Beweis Betrachtet wird Dy (z) auf dem Intervall [0, 27). Aus der Definition folgt, dass
P in(28 4L, . .
Dy (0) = ZNT'H gilt. Sei jetzt 0 < = < 27. Damit ist Dy (z) = 03 ) ynd sin(§) # 0. Also gilt:

2sin(%)
2N +1
Dn(z) =0 & sin( 2+ z)=0
2N +1
& + z=Irfiireinl € Z
27l
= . 1.7.2
TTON 1 (17.2)

Damit folgt (1.7.1).

Diese Eigenschaft wird sich fiir die klassische trigonometrische Interpolation als besonders niitzlich
erweisen. Die Aufgabe dieser klassischen trigonometrischen Interpolation besteht nun darin, eine
2n-periodische Funktion f : R — C durch ein trigonometrisches Polynom #(z) in einem vorge-
gebenen dquidistanten Gitter zu interpolieren. Das heisst, dass die Funktionswerte von f und ¢
in den Gitterpunkten {ibereinstimmen. Verfeinert man das zugrundeliegende Gitter, so wird auf
diese Weise ein Approximationsprozess fiir die Funktion f definiert. Der folgende Satz macht eine
Aussage tiber die Losbarkeit dieser Interpolationsaufgabe.

Satz 1.8 Sei f: R — C eine 27-periodische, stetige Funktion (d.h.: f: T — C) und N € N. Sei

weiter ol
™

= :1=0,...,.2N

{xl N1 T 0 }

das gleichmissige Gitter mit 2N + 1 Gitterpunkten auf [0, 27].
Dann gibt es genau ein trigonometrisches Polynom ¢ € Ty mit

fz) =t(x), fir allel =0,..,2N

und dieses lautet:
2

t(x) =Inf(z):= N T 1

2N
> f@)Dn(x — ). (1.7.3)
=0

Dabei heisst der Operator In Interpolationsoperator der Ordnung N.

Beweis Iy f ist ein trigonometrisches Polynom der Ordnung N, da es eine Summe solcher Funk-
tionen ist. Sei ! € {0,...,2N}. Wir betrachten In f(z;). Es gilt:

2N
2
I = £ D _
~f (@) 2N+1]§f(33k) ~ (@ — zp)
2
(Lemma 1.15, Periodizitédt von DN) = mf(l‘l)DN(O)
= flz).

Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dass fiir ein trigonometrisches Polynom der Ordnung N
genau 2N + 1 Fourierkoeffizienten aus der Information iiber das Verhalten in den Gitterpunkten
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zu bestimmen sind. Dies fiithrt auf ein lineares Gleichungssystem mit 2N + 1 Unbekannten und
2N + 1 Gleichungen, bei dem die Koeffizientendeterminante nicht verschwindet, weil man das
gleichmissige Gitter benutzt. Man erhilt eine Vandermonde - Koeffizientendeterminante.

1.8 Eine Verallgemeinerung der klassischen trigonometri-
schen Interpolation

Ziel dieses Abschnittes ist die Verallgemeinerung des klassischen Konzepts in dem Sinne, dass
man die Dirichlet-Kerne in (1.7.3) durch andere Funktionen ersetzt, von denen man eine dhnliche
Eigenschaft wie (1.7.1) fordert.

Hierzu sind im Vorfeld einige Festlegungen zu treffen:

Sei N € N. Dann setzen wir

In

N N
[, _
{keZ 5 k<2}und

l
€ QWN Cfir 1 € Jn.

Die Festlegung wurde also so getroffen, dass |Jy| = N gilt.
Definition 1.11 Sei N € N. Eine 27-periodische stetige Funktion A%, mit der Eigenschaft:

. 1 : 1=0

heisst Fundamentalinterpolant fiir das Gitter {z; : | € Jn}.

Definition 1.12 N € N, A%, ein Fundamentalinterpolant und f : T — C eine (27-periodische)
stetige Funktion. Dann wird die Funktion Iy f : T — C erklart durch:

Inf@) = 3 fla)Ak(@—m) (18.2)

leJn

Bemerkung 1.7 Die Funktion Iy f interpoliert f auf dem gleichmissigen Gitter {z; : | € Jyx}.
Das zeigt man analog zur klassischen trigonometrischen Interpolation. Da an den Fundamental-
interpolanten A%, nur die Forderung (1.8.1) gestellt wird, ist I f im allgemeinen kein trigonome-
trisches Polynom.

Man kann jetzt die Frage nach den Fourierkoeffizienten von Iy f stellen, da aufgrund der
Stetigkeit von A% und der daraus resultierenden Stetigkeit von Iy f natiirlich Inf € Li(T) folgt.
Diese Frage wird im nichsten Lemma behandelt.

Lemma 1.16 Sei f : T — C stetig. Sei N € N und Iy wie in Definition 1.12. Dann gilt fiir die
Fourierkoeffizienten ¢y (In f), k € Z folgende Beziehung:

cr(Inf) = ck(AR) D flwe e (1.8.3)

le Jn

Gilt zusitzlich f € A(T), dann ergibt sich sogar:

ck(INf) = ch(A%)ZCkHN(f)- (1.8.4)

ez
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Beweis Mit der Definition von Inf und der Linearitit der ¢ fiir £ € Z kann man folgendes
ableiten:

a(nf) = <Z fl@dAn(: —ﬂfz)>
leJn
= Y f@)en(AR( — z0))
leJn
= c(AR) Z f(:l?é)e_ikm.
LeJn
(1.8.4) ergibt sich, indem man ausnutzt, dass f(z) = > ¢n(f)e™™?* fiir Funktionen aus A(T)
meZ

gilt. Ersetzt man also in (1.8.3) f(z/) durch 3 ¢, (f)e’*¥* ¢, so erhilt man nach einigen Umfor-

MEZ
mungsschritten (1.8.4).

Fiir nachfolgende Untersuchungen ist es wichtig, zu sichern dass Inf € A(T) fir f € A(T) gilt.
Dariiber macht das folgende Lemma eine Aussage:

Lemma 1.17 Sei N € N, A%, € A(T) und f € A(T). Dann gilt fiir den zugehérigen Interpolati-
onsoperator

[N FIAD) < NIAR A A, dh.
Iy f bleibt im Raum A(T).

Beweis Sei f € A(T). Zu zeigen ist: ||[In f|A(T)|| < 0.

Es gilt:
> ler(Inf)] W N> ler(AR) D erpin (f)
keZ keZ leZ
< N (AR lennn(f)]
keZ lEZ
<[IFIA(D)]|
< NIFAMY ler(AR)] < oo
keZ

< NAR[ADIAADI]-

1.9 Zur Konstruktion von Fundamentalinterpolanten

Anschliessend soll die Frage nach der Konstruktion von Funktionen A%, beantwortet werden. Es
wird im Folgenden ein Konstruktionsverfahren angegeben, das als Ausgangspunkt nichts weiter
als eine Funktion A : R — R mit bestimmten, aber leicht zu realisierenden, Eigenschaften hat.

Nachfolgend sei A : R — R eine stetige Funktion mit den beiden Eigenschaften:
(E1) A(27k) = 0o und

(E2) Y |A(z + 27k)| konvergiert gleichmissig auf [0, 2x].
ke

Eigenschaft (E2) sichert, dass G(z) := Y |A(z + 27k)|, € [0,27] existiert und eine stetige
kez
Funktion auf [0, 27] ist. Von (E2) wird auch die Konvergenz von Y. |A(z + 27k)| auf ganz R
kezZ
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gesichert, das ist aber i.a. keine gleichméissige Konvergenz:
Sei y € R, dann ist x =y — 27l € [0, 2] fiir ein | € Z. Damit folgt:

SOIA@ +2nk)| = Y [A(z+ 2l +2w(k — 1)
keZ keZ y
= ) |A(y +27u)).
UEZ

Aus dieser Rechnung geht sofort hervor, dass G(z) := Y |A(z + 27k)| mit 2 € R eine 27 -
kEZ
periodische stetige Funktion ist.

Lemma 1.18 Sei A : R — R eine stetige Funktion, die (E2) erfiillt. Dann ist A € L (R).

Beweis Es ist zu zeigen, dass [ |[A(z)|dz < oo gilt. Es gilt folgende Gleichungskette:
R

27 (k+1)
JECIZINENS SR I INCIT
s (B. LEVI) ez o)
27
- Z/\A(m+27rk)|dm. (1.9.1)
kez

Erneute Anwendung des Satzes von B. LEVI bringt:

/Z |A(z + 27k)|da
0

keZ

(1.9.1)

= 7G(:c)d:c

(Stetigkeit von G(x)) <

Das letzte Lemma sichert, dass die Fouriertransformierte FA von A existiert und in C'(R) ist (Satz
1.1 Riemann-Lebesgue).

Lemma 1.19 Sei A eine stetige Funktion, die (E1) und (E2) erfiillt. Dann ist folgendes dquivalent:

(i) Ve e Tgilt > A(z—2wl) =1 und

I=—00
(ii) Vk € Z gilt FA(k) = V270

Man beweist diese Aussage mit dergleichen Technik, die im Beweis des Lemmas 1.18 angewandt
wurde.

Lemma 1.20 Sei A : R — R eine stetige Funktion, die (E2) erfiillt und sei N € N. Dann
konvergiert auch > |A(Nz + 2i7)| gleichméssig in [0, 27].
lez

Beweis Sei z € [0, 27], dann existiert ein k(z) € {0, ..., N}, so dass y(z) = Nx — 2nk(z) € [0, 27]
gilt. Wir betrachten jetzt die Partialsummenfolge

Smn(z) = Y ANz +2m)| = > |A(y(z) +2(k(z) + D))l
I=—m I=—m
n+k(z)

= Y AW + 2um).

u=—m-+k(z)
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Wegen (E2) gilt fiir € > 0

n+k(z)

Z [A(y(z) + 2um)| — G(y(x))| < e (1.9.2)
u=—m-+k(z)

fiir m — k(z),n + k(xz) > n(e), wobei das n(e) nicht von y(x) bzw. von z abhingt. Damit gilt
(1.9.2) fiir m,n > N + n(e).
Also konvergiert Sy, (z) gleichmissig in x € [0, 2] fiir m,n — oo.

Folgerung 3 Die Reihe

> IA(Nz + 27IN)|
leZ

konvergiert gleichmiissig auf [0, 27]. Es sei nochmal verdeutlicht, dass der Unterschied zur Aussage
im Lemma 1.20 im zweiten Summanden des Argumentes der Funktion A besteht.

Beweis Konvergiert eine Reihe stetiger Funktionen gleichmissig, so konvergiert auch jede Teilreihe
gleichméssig. Die Funktion
An(z) =Y A(Nz +27IN)
1€Z
ist damit eine stetige Funktion auf [0, 27]. Mit denselben Argumenten wie fiir die Funktion G(z)
kann man An(z) auf R erweitern. Diese Funktion ist dann natiirlich auch 27 - periodisch und
damit eine stetige Funkion auf R. Wir bezeichnen sie mit A% ().

Satz 1.9 Sei A : R — R eine 27-periodische Funktion, die (E1) und (E2) erfiillt und N € N.
Dann ist die auf R stetige 27 - periodische Funktion (siehe Folgerung 3)

AR (2) =) ANz + 27uN)

uEZ
ein Fundamentalinterpolant, d.h.
2
AN <%> = 5071@, fir k € Jy (1.9.3)
und es gilt fiir £ € Z:
1 14
AY)=—F=FA (= ]. 1.94
%) = 5= () (19.4
Beweis Die Eigenschaft (1.9.3) rechnet man leicht nach. Sei k € Jy.
- 2Tk
AT, (T) = > A@n(k+uN)).

[<y/

Damit ist A% (0) = > A(27uN) =1 wegen (E1).
UEL
Sei jetzt 0 # k € Jn. Wegen Jy C [-N/2,N/2] folgt k + uN # 0 fiir alle u € Z. Damit ist

A(2n(k 4+ uN)) = 0 fiir alle u € Z (siehe (E1)). Also ist A% (2%£) = 0.

Die Fourierkoeffizienten c,(A%) fiir ein ¢ € Z berechnen sich folgendermassen:

2
(A% = % / > ANz + 27uN)e™ " da.
0 UEZ
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Aufgrund der gleichméssigen Konvergenz der Reihe im Integranden ist Summe und Integral ver-
tauschbar. Damit folgt:

ce(AY)

2m
1 —ilz
o Z / A(N(z 4 27u))e” *“dx

u€Z
27 (u+1)

1 —il(y—27u
= %Z / A(Ny)e =27 gy

U€Z  9ny
1 .
= — [ A(Ny)e "¥d
2W/ (Ny)e " ¥dy
R

1 ie.d
= 5 A(z)eil%ZNz
R

1 0
- = (%)
1.10 Fehlerabschitzungen in der L,-Norm, erste Resultate

Ziel dieses Abschnittes ist es, Fehlerabschitzungen fiir den oben eingefithrten Approximationspro-
zess Inf zu beweisen. Wir beschriinken uns hierbei auf die Approximation von Funktionen aus
der Klasse B) . (T) N A(T) mit s > 0 und 1 < p < oc.

Wir bezeichnen mit ¥ : R — R eine C§°(R)-Funktion mit der Eigenschaft:

1z <1
U(z) = { 0 |z >2 dar. (1.10.1)

Das Hauptresultat des ersten Kapitels ist der folgende Satz:

Satz 1.10 Sei A : R — R eine stetige Funktion, welche die Eigenschaften (E1) und (E2) erfiillt.
Es gelte fiir alle N € N:
AT, € A(T), (1.10.2)

wobei die A%, die zu A gehdrenden Fundamentalinterpolanten (siche Satz 1.9) sind. Weiter gelte
fir k € Z:

FA(k) = V2mdok. (1.10.3)
(gleichwertig dazu: Y. A(z —2wl) =1, Vz € T (siehe Lemma 1.19))
l=—00
Fiir die Zahlen 0 < § < « erfiille die Fouriertransformierte von A folgende Forderungen:

(F1) Die Funktionen

o
=
[aa)
N

Il

o (£) e (1- 29, w04

¥ (g) o FAE+D) i L€ 7\ {0} (1.10.5)

I~
=
a3
o
[

gehoren zu L (R),
(F2)
/|f—1A(w)\dw < oc, (1.10.6)
R
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(F3)
Z/\f_lBl(wﬂdw < oo und (1.10.7)
1£0 %
(F4) die Funktionen
Ci(€) := (1 —T(20)|e] PFAE—-1) , fir l€Z (1.10.8)
gehoren zu Ly (R),
(F5)
Z/|.7:_1C’l(w)|dw < 0. (1.10.9)
I€Z

Seien Iy die zu A bzw A%, gehorenden Interpolationsoperatoren (siehe Definition 1.12). Sei weiter
B<s<aundl<p<oc.

Dann existiert eine Zahl C(s,p) > 0, so dass fiir alle f € By (T) N A(T) und alle N € N gilt:
If = In FIE(T)] < CN=|1£] By (D). (1.10.10)

Bemerkung 1.8

(i) Wegen der L;-Zugehérigkeit der Funkionen F!'A(w), F !Bj(w) und (siehe (1.10.6) und
(1.10.7)) folgt aus Lemma 1.4, dass die Funktionen A(€), B;(¢) und C;(&) stetig sein miissen.
Die Stetigkeit von A(¢), oder besser: die Tatsache, dass es in der Aquivalenzklasse von A(¢)
einen stetigen Vertreter gibt, zieht nach sich, dass FA(0) = v/27 gelten muss. Die Stetigkeit
(mit Interpretation) der Funktionen B (¢) zieht nach sich, dass FA(l) = 0 fiir alle [ € Z \ {0}
gelten muss. Die Voraussetzung (1.10.3) ist damit eigentlich redundant.

(ii) Mit (F1) ... (F5) wird ein bestimmtes Verhalten von FA lokal sowie global in den Gitterpunk-
ten I € Z gefordert. Diese Forderungen sind z.B. mit den Strang-Fix-Bedingungen realisiert.

Wir zerlegen den Beweis von Satz 1.10 in zwei Lemmatas.

Lemma 1.21 Sei A : R — R eine Funktion, die (E1), (E2), (1.10.2), (1.10.3), (F1), (F2) und (F3)
erfiillt. Sei 0 < s < @ und 1 < p < co. Dann existiert eine Konstante C(s,p) > 0, so dass fiir alle
N € N und fiir alle f € Ton 1

If = In fILy(D)]| < ON~¥||f|B5,oo (D)) (1.10.11)
gilt.
Beweis Sei N € Nund f € Tony—1 C A(T). Wegen (1.10.2) und Lemma 1.17 ist Inf € A(T).

Damit gilt im Sinne der gleichméssigen Konvergenz:

fla) = Infx) =) <cm(f) - NcMA%)ZcmHN(f)) e, (1.10.12)

me7Z leZ
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Ersetzt man in (1.10.12) ¢, (A%) mittels Satz 1.9, so erhélt man:

f(z) —Inf(z) = Z(Cm(f) N\/ﬁ ( )Zcm-HN > e

meZ leZ

= Z[cm(f)—\/%_ﬂ(cm(f)]%(%)+}"z\( )" eman(f )]em

mez 1£0

- Zen( e ()

mEZ

T (%) > s ()

170

In der ersten Summe kann aufgrund von (1.10.3) ohne m = 0 summiert werden. Man erhélt:

f(@) = Inf(z) = Fi(x) — By (),

mit
Fi(z) = %;Ocm(f) <1—\/L2_ﬂfA(%)> e™*  und (1.10.13)
1 zmz
By(z) = ngzﬁ ( )gcmm . (1.10.14)

Geht man jetzt zur Norm {iber, so ergibt sich:

1 (@) = In f(2)| Ly (T)[| < [|Fy Ly (T)|| + [ F2] L (T

Wir nehmen uns nun der Summanden auf der rechten Seite an. Fy(z) ldsst sich folgendermassen

umschreiben: '
Fi(z) =) cm(f)Im|*M(m)e™
m#0

M(E) = \P< ) el (1— \/%_WM(@) -

Der erginzte Term ¥ (ﬂ dndert nichts, da mit f auch Fj ein trigonometrisches Polynom der

mit

2N
Ordnung 2N — 1 und ¥ ( ) =1 fiir |m| < 2N —1 ist.
Wir wollen jetzt Lemma 1.6 auf Fj(z) anwenden. Dazu ist zu zeigen, dass

(i) M € L;(R) und
(i) F~'M € Ly (R) gilt.
Punkt (i) folgt sofort, wenn man in [ |M(£)|d¢ die Substitution n = £/N durchfithrt. Man erhlt

R
dann im wesentlichen das Integral iiber den Betrag von A(¢), welches nach Voraussetzung existiert.
Um (ii) zu zeigen, beschafft man sich als erstes F~'M:

P = g o) - ()

1 X
\nl @ ( - —fA(n)> eV gy

=¢/N g N
(n=¢/N) NGT

V)G
= NTON(F~ 1A)(Ny)



1.10 Fehlerabschétzungen in der L, -Norm, erste Resultate 33

Also gilt wegen (F3):
[ 17wy
R

NN / (F LAY (Ny)dy

oy N / (F=1 ) (w)]duw

= N™eC (1.10.15)
< Q.
Lemma 1.6 kann damit auf das trigonometrische Polynom F; angewendet werden. Es ergibt sich:
Fl ,T /]: 1M Z (f)|m|aelm($—y)dy
\/_ m#0
und damit
[1F1(2)| Ly (T)]| < /f’lM(y) Y en(f)lm|*e™ "V dy| L, (T)
R m#0

An dieser Stelle hilft wieder Folgerung 1 weiter. Damit folgt:

m#0

IF @)Ly (DI < || D em(f)m|*e™ | Ly(T) /If’lM(y)ldy
R

(1101s) < CN™¢ Zcm(f)\m\o‘eim“ L,(T)| . (1.10.16)
m#0

Analog verfihrt man mit Fy(z). Die iterierte Reihe in (1.10.14) ist absolut konvergent, denn:

mze:z\/%_”fA (%);cm+1N(f) < sze:zfA (%)‘ (1.10.17)

=:ic < 00

< 00,

da A% € A(T) nach Voraussetzung gilt und man in (1.10.17) im wesentlichen die Betrége der
Fourierkoeffizienten von A}, aufsummiert. Die Summation ist demzufolge wegen des Caucny schen
Doppelreihensatzes vertauschbar, also:

Fy(x) \/EZZ?A( )cmHN(f)eimz.

1#0 meZ

Wir gehen zur L,(T)-Norm iiber und erhalten:

IR IL,(D = f >3 FA(S) emun (e Ly(T)

1#0 mEZ
m .
(A-Ungleichung) < Z Z FA (N) Cm+lN(f)€zmx LP(T)
l#0 || mEZ

Die Ly-Norm einer Funktion ist invariant gegeniiber Multiplikation mit Funktionen, deren Betrag
1ist. Es kann also in der Norm problemlos mit e?!N* multipliziert werden. Weiterhin multiplizieren
wir noch mit ¥ (mHN) Wie oben #ndert sich nichts, da f € Toy 1 gilt. Wir haben also:

| F>(z [ < Z Z FA ( ) cm+iN (f)V (m;]\;N> e!(m Nz

1#0 || meZ

L,(T) (1.10.18)
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Ist m + N = 0 fiir [ # 0, so ist 0 # m = —IN und wegen (1.10.3) FA () = 0. Demnach kann
man (1.10.18) auch schreiben als:

1B ()| Ly(T)] < > My(m)m 4 IN|"eppn (£ L(T)|, (1.10.19)
1#£0 || mEZ, m+IN#0
mit ¢ cLIN
—ag (£ Y
M,(¢) = FA (N) |€ +IN]| m( I )

Als néchstes wenden wir wieder Lemma 1.6 an. Dazu ist die Zugehorigkeit der M; zu L (T)
zu priifen. Mit einer offensichtlichen Substitution bringt man f |M;(€)|d¢ im wesentlichen auf

f\Bl &)|d¢, was nach (F3) existiert. Analog zu (1.10.15) erhilt man hier:

/ FMldy = NN / F L Bi(Ny)ldy

= N’“/|.7-"1Bl(w)|dw (1.10.20)

< 0.

Lemma 1.6 kann also auf das trigonometrische Polynom

Z My(m)|m + IN|®eompin (f)elmHN)e
mEZ, m+INA0

in (1.10.19) angewendet werden. Damit erhalten wir:

|1 (2)| Ly (Tl < /f 'Mi(y) D [m A+ IN| e (e’ TN E Y dy)| L(T)
170 || p mEZ

(Folgernng 1) < ) / IFM @) | D Im 4 IN | gy (f)e' N L(T) | dy.
I#0 meZ

Das trigonometrische Polynom in der L,(T) - Norm ist unabhingig von der Summation. Das
ergibt:

IB@ILMI < | X mlenNe™ | Lm| Y [ 17 m)ldy
mEZ 1#0 R
SN*“[\F*IBl(w)\dw
(110200 < N°¢ Z\m\“cm(f imz Z/|.7-' ' By(w)|dw.

mEZ I#0 o

Mit (F3) folgt damit

1Fs(@)|Ly(T)] < N=C | 3 fm|®em(£)e™™ | Ly(T) (1.10.21)
MEZ
Bleibt nur noch
> ml|%em (£)e™™| Ly(T) (1.10.22)
meZ
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zu untersuchen.
Eine Funktion g € Tony_1 besitzt die Darstellung:

g@) =D cm(g)e™
|k|<2N -1
Wir nutzen jetzt die Struktur der in Definition 1.5 eingefiihrten bE LA VALEE Poussin-Kerne aus.
Es gelte 2! < 2N — 1 < 2. Dann folgt mit (1.5.12) die Gleichung:
g = V27‘+1_1g.

Mittels einer Teleskopsumme erhélt man die Darstellung:

r

9= Z(V2l+1719 = Vai19) + Vi(g).
1=1

Formel (1.5.11) ldsst nun eine Aussage dariiber zu, welche Frequenzen in den trigonometrischen
Polynomen Vyi41_19 — Vou_q g fiir Il = 1...r vorkommen.
Es folgt sofort, dass fiir |m| < 2!=! gilt:
em(Vart1219 — Var_19) = 0.
Damit findet man folgende Darstellung mit Zahlen vl, € R (diese ergeben sich aus (1.5.11)):
Vorsi_19—Vai_19 = Z vl em(g)e™e.
2I=1<|m|<2t+1

Insgesamt erhélt man:

r

g(x) = Z Z vl em(g)e™® + Vig. (1.10.23)

=1 21=1 < |m|<2i+1
Dieses Resultat wenden wir jetzt auf die uns interessierende Funktion (siehe (1.10.22))

f(:c): Z im|%cp, (f)e™®  an.

Im|<2N -1

Davon interessiert uns die L, (T)-Norm. Mit der Dreiecksungleichung und der Tatsache, dass V; f =
Vi f gilt, folgt die Ungleichung;:

r
IFILp(TI <D Yo tnem(H)m]*e™ | Ly(T) | + Vi fILp(T)]-
I=1 || 2I=1<|m|<2l+1
Wir kommen jetzt zur Anwendung des Satzes 1.2 auf den Ausdruck in der Norm. Ziel soll es sein,
das Gewicht |m|* zu Lasten einer Konstanten unabhéingig von [ und von N (d.h. unabhéngig von
r) zu entfernen. Im Satz 1.2 ist die dort mit dy bezeichnete Grosse von Interesse. Man sieht leicht,

dass
max{k —m : 2/71 < k| < 2171 2171 < m| < 21} = 212

gilt. Jetzt gilt:

T

> Yo vmem(Hlml*e™ | Ly(T) || + (VLI Ly (T)]

=1 21—1<‘m‘§21+1

IF1Ly(D)|

IN

. o m_ | imx
= S| T ez | e |+ AL
=1

21—1<‘m‘§21+1

= Yt | e (DRme™| L) + AL,
=1

2=1<|m|<2t+1
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wobei 2\
x x
P(z) = (—2l+2> X (—%1) (1.10.24)
und x : R = R eine C§°(R)-Funktion mit der Eigenschaft
0 : |z[ <%
x(z)y=¢ 1 : I<|z|<1 st
0 : Jz|>2

Fiir 21! < |m| < 214! und damit + < |-2:| < 1 gilt ndmlich
4 20+ g

nom= (1)« () = (42)"

Mit (1.10.24) ist sichergestellt, dass P, € C§°(R) C W3 (R) fiir alle [ € N gilt. Erst jetzt wendet
man Satz 1.2 an und erhilt:

LM < Y 220|252 W3 (R)]| - > vhem(f)emT| Ly(T)
=1 21=1<|m|<2l+1
Vi fILp(T)|
(L1023) = Y 22| BF2) WY (R)]| - [[Vares 1 f = Var_y fLp(T)| + V2 F1 L (T)]|
=1

(P@) = o*x@e) = 3220 e |[PIWER)|| (Vs f = Voot FILy(D)| + VA fILy(T)|
=1

unabh. von 1 und r

< O 22D Vys  f — Vo 4 fILp(T)]| + Vi 1Ly (T)].
=1

Mit der letzten Abschitzung ist man schon fast am Ziel. Man greift jetzt auf die in Satz 1.4
eingefiihrte Charakterisierung der Nikolskij-Besov-Raume zuriick:

1F1Bp o0 (Mllv = [IFILp(T)[ + sup 2%(| f = Vasur 1 f|Ly(T)|.

7=0,1,...

Im folgendem schreiben wir || f|B, .. (T)|| anstatt || f| B, .. (T)[[v-
Zunichst ist aber die Tatsache aus Satz 1.3 niitzlich. Fiir [ = 1...r gilt ndmlich:

[Varsa_1 (f = Var 1 )Ly (T
[1f = Vara fILp(T)I.

[Varser 1 f = Var 1 fI Ly (T)]| (1.5:.12)
<

(Satz1.3)

Damit ergibt sich (0 < s < a):

IFIL,(DI < Coy 200227528 f — Vo i fIL,(T)|| +3 ||fILy(T)]| -

=t <cll#|Bs. . (T)]| <II#1B3. . (T)]
< Gsl|f1B, oo (T)] 22’(“”) + 3| 1By, 00 (T
=1
< Cullf|BS oo (M)||20=D=9) 4 3]| F|BS (T
@ '<eN-1) < Cy(2N =1)"°||fIB; oo (T)|| + 3| B; oo (T
< CsNe?||f[By (T + 3] £ B, o (T)]|-
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Letztendlich folgt mit (1.10.16) und (1.10.21):
IRILM + IBILT) < CN=CNo=*| f|B5,._ (D)l + CN~2| f| B ()]
(a>s) < CNP||fIBy (T
O

Lemma 1.22 Sei A : R — R eine Funktion, die (E1), (E2), (1.10.2), (1.10.3), (F4), und (F5)
erfiillt. Sei s > f und 1 < p < oo. Dann existiert eine Konstante C(s,p) > 0, so dass fiir alle
N € N und fiir alle f € B, . (T) N A(T)

1IN (f = Van—1 )L (T)|| < ONT2(|£] By o0 (T)] (1.10.25)
gilt.

Beweis Sei N € Nund f € B, . (T) N A(T) fest. Sei m € Z. Fiir den Fourierkoeffizient
em(IN(f — Van—1f)) gilt mit Lemma 1.16:

cm(IN(f —=Von-1f)) = Ncm(A”N)ZCmHN(f—%NAf)
lez

1 m
(Satz 1.9) = E}— (ﬁ) IGZZCmHN(f —Von-1f).

Um an dieser Stelle Lemma 1.16 anwenden zu kénnen, ist die Voraussetzung f € A(T) wichtig.
Ausserdem muss wegen der Definition der Iy f (Definition 1.12) die Stetigkeit von f gesichert
werden. Diese Forderung kénnte man aber auch ohne A(T) realisieren, indem man zusétzliche
Forderungen an s stellt.

Wegen (1.10.2) und Lemma 1.17 ist In(f — Van—_1f) € A(T). Damit gilt im Sinne der gleichméssi-
gen Konvergenz auf T:

In(f =Von-1f)(@ Cmin (f = Van—1f)e™”.
2N-1 Z\/—()ZGZZ +In ( 2N-1

Man kann hier wieder ohne weiteres die Summationsreihenfolge vertauschen und erhélt (im Sinne
der gleichméssigen Konvergenz):

IN(f = Van-1f)(= Cmin (f = Van—1 f)e™.
N— ZGZZZ\/— ( ) +IN N—

Gleichmissige Konvergenz auf T zieht Konvergenz im L, (T)-Sinne nach sich. Geht man also zur
L,(T)-Norm iiber, so darf man bzgl. des Summationsindex [ die Dreiecksungleichung anwenden
und man findet:

1IN (f = Von—1f)|Lp(T)]]

< Z F (%) Cm+iN(f — V2N71f)eimz Ly(T)
MmEZ

E : m B '
= f(—N)Cm+lN(f_VQNflf)‘m+lN‘B|m+lN‘ Bezmx Lp(T)
I€Z || mEZ, m+IN#£0

m
_ > F(5) eman(f = Van-af)m + IN|Pfm 4 IN|PeitmH NIz ()
LEZ || mEZ ,m+INH#0

Im letzten Schritt fndert sich die Norm nicht, da mit der Funktion e’V multipliziert wurde,
welche im Betrag konstant 1 ist. Der letzte Term #ndert sich immer noch nicht, wenn wir in der
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Norm den Faktor F' = (1 — ¥ (22EN)) ergénzen. Ist ndmlich [m + IN| < N, so ist aufgrund von
Lemma 1.8 ¢pin(f — Van—1f) = 0 und damit spielt F keine Rolle. Ist hingegen |m + IN| > N,
so ist F' = 1 und spielt auch hier keine Rolle. Wir benétigen F', um spéter die Voraussetzung (F4)
und (F5) ausnutzen zu kénnen. Aussserdem kann man den Summanden mit m + I[N = 0 bei der
Summation weglassen, da co(f — Vay—1f) = 0 ist. Wir fithren nun die Funktion

M) = (1 v <2§J;\IZN>> € +IN|"5FA (%)

ein und erhalten damit folgendes:

1N (f=Van—1.f)|Lp(T)|| < Z Z Cmiin (f = Van-1f)[m + IN|P My (m)e’ " N)=| L (T)
I€Z || mEZ ,m+IN#0

Wir erinnern nochmal daran, dass fiir jedes € Z die Reihen bzgl. m sogar im Sinne der gleichméssi-
gen Konvergenz existieren. Das heisst insbesondere, dass die Reihen im L,(T)-Sinne existieren.
Jetzt erfolgt noch eine Indextransformation und man erhélt:

IIN(f = Vana DILMI =D | Y em(f = Van-1£)m|’My(m — IN)e™ | L,(T)

IEZ || mEZ,m+#0
Wir fithren damit die Bezeichnung
hi(z) = Z em(f = Van_1 f)|m[P My(m — IN)ei™2
meZ ,m#0
ein. Wir zeigen als néchstes:

(i) Es existiert eine Funktion g € L,(T) mit ¢,,(g) = |m|%cm(f — Von_1 f) und
(i)
(17 Lp(T)[| < Cllg\Lp(T)ll/\771Mz(y)\dy,
R

wobei C' > 0 unahéngig von | € 7Z ist.
Schritt 1:

Wir zeigen (i).
Zunichst fiihren wir fiir £ € N die trigonometrischen Polynome

a@ = S en(flmPeme

|m| <2k -1
ein. Sei r € N so gewiihlt, dass 2" < N < 27+! gilt. Fiir M € N betrachten wir das trigonometrische
Polynom
tv = Vomti_1gm1 — Van—1Gr43-
Mittels einer Teleskopsumme erhilt man folgende Summendarstellung:

M

tw =Y (Varsi_ygisr — Var_190) + Varea_1(gr13 — Van—19r43)-
l=r+3

Hier ist zu beachten, dass 2N — 1 < 2"t2 und damit Vi.+s_; das trigonometrische Polynom
Van_19r+3 aufgrund der Eigenschaft (1.5.12) der pe LA VALLEE Poussin-Mittel invariant lisst.
Jetzt zeigen wir die Konvergenz der Folge (tar)men in Ly(T), indem wir zeigen, dass die Reihe

oo

Z (Vorer_1gi41 = Var_1g1)

l=r+3
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in L,(T) absolut konvergiert, d.h. dass

oo
Z Vare1 19141 = Var 11| Ly (T)|| < 00
I=r+3
gilt.
Aufgrund der Struktur der pE LA VALLEE Poussin-Mittel existieren Zahlen v!,
fiir 2/! < |m| < 2! (siehe Beweis des letzten Lemmas) mit:

Varri_ggipr — Varoigr = Z Ugncm(f)|m|6€imm- (1.10.26)

21—1<‘m‘§2l+1

Jetzt wird vollkommen analog zum Beweis des letzten Lemmas verfahren. Das bringt die folgende
Abschéitzung:

Varss _1gi41 = Varag| Ly Tl = Yo tnem(f)m] e | Ly(T)

1.10.26
( ) 21—1<‘m‘§2l+1

< OB\ Vo f = Vo fILy (T,

wobei C' > 0 unabhéngig von [ und r ist. Damit gilt:

[ee] oo
> WVaricigipr = VaaglLp (DI < € Y7 2028V f = Vary 1L,y (T)||
l=r+3 I=r+3

< Oy Z 2(l+2)ﬁ||f_V21—1f|Lp(T)||

l=r+3

<271 |fIBg oo (T)]]

Callf1Bp (DI Y 207

l=r+3

IN

Wegen 3 < s und 2773 ~ N folgt schliesslich

00
S WVares 19101 = Va1t Lo(T)| < C5NA=2 £ B3 . (T)]| < . (1.10.27)
I=r+3

Da aus der absoluten Konvergenz die Konvergenz folgt, existiert die Reihe

oo

Z (Vorer_1gi41 = Var_1g1)

l=r+3

und damit der Grenzwert der (¢tar)men in Ly(T). Wir nennen diesen Grenzwert g. Wegen ¢y =
Vom+1_1gm41 — Van—19r+3 ist offensichtlich, dass fiir alle m € Z

em(9) = Im|Pen(f — Von_1f)

gilt. Wir sind weiterhin an der L,(T)-Norm von g interessiert. Dazu lésst sich folgendes aussagen:

o0
gLyl = | D (Varer 19001 = Var 191) + Varss—1(grts — Van—19r13) | Lp(T)
l=r+3
o0
< Z IVarer _1gi41 = Var 19t Lp(T) || + [[Var+2_1(gr43 — Van—19r43) [ Lp(T)]|
I=r+3
(L1021 < CsNB=* |1 Baoc (D)l + [Varss 1 (rs5 — Von—19r43)| Lo (D)) (1.10.28)
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Bleibt noch der zweite Summand. Man findet Zahlen w,, fiir 2" < |m| < 273, so dass gilt:

Z wm‘m‘ﬁcm(f)eimm

2r<‘m‘g2r+3
_ r+4
— 9(r+4)8 E Wy
27 <|m| <278

= 2(r+4)8 Z Wiy Pr(m)em (f),

27‘<‘m‘§27‘+3

Vorts_ - Von_ =
27 +3 1(9r+3 2N 19r+3) (1.5.12)
m |8
7|

Cm(f)eimx

mit 5
x x .
P.(z) = 2r+4‘ X (W) , wobei
0 : |z[ <&
x(zy=¢ 1 : $<]z|[<1
0 : Jz|>2

eine C§°(R)-Funktion ist. Man sieht wieder (analog zum Beweis des letzten Lemmas), dass
Pr(m) =

ST |6 fir 2" < |m| < 273, Geht man zur Norm {iber, erhilt man:

[Var+s 1 (grta — Van—1gr+3)|Lp(T)|| = 2(r 8 Z Wi Pr(m)em (f)| Lp(T)

27 <|m|<2mHd

Jetzt wird Satz 1.2 angewendet. Hierbei ist wieder P, so konstruiert, dass die gebildete W (R)-
Norm von P, (2"*+%.) unabhingig von r ist. Also folgt:

[Vars_1(gr13 — Van-19r43)| Lp(T)| < €297 Z WinC (f)| Lp(T)

2r<‘m‘§2r+3

02(T+4)6||V2r+371(f - V2N71f)|LP(T)H
|

< 30208 || f — Va1 fIL,(T)|
<e2r4[£1B; o (T)]

< 2P| £1B; o (T)]]

< CaN°7||f|By

Zusammen mit (1.10.28) folgt also, dass eine Konstante C' > 0 unabhiingig von N existiert, so
dass

191Lp(T)[| < CNP=*||f| By, o (T)| (1.10.29)
gilt.
Schritt 2:
Wir zeigen (ii).
Fiir M € N beliebig gilt:
1P| L (T < [1Ps — Vang—1ha| Lp(T) || + [|Vans—1 b | L (T (1.10.30)

Wir untersuchen nun den Ausdruck ||Vaar—1hi|Ly(T)||. Mit (1.5.11) erhélt man:

m .
Vavahi= Y cm(f—VQN,lf)|m|BMl(m—1N)v(M)e“m (1.10.31)
Im|<2M—1
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Auf dieses trigonometrische Polynom wird als néichstes Lemma 1.6 angewendet. Dazu ist zu zeigen,

dass M;(- —IN), F~'M;(- —IN) € L{(R) gilt. Es ist M; € L;(R) genau dann, wenn M;(- —IN) €

L, (R). Wie oben kann man [ |M;(§)|d¢ mit einer geeigneten Substitution in [ |C;(€)|d¢ iiberfithren
R R

(bis auf Vorfaktoren). Dieses Integral existiert nach Voraussetzung. Weiter gilt:
(F~IMy(- = IN))(y) = "M (F~I M) (y).

Damit reicht es [ |F~'M;(y)|dy < oo zu zeigen. Analog zu (1.10.15) erhilt man:
R

/ FM@)dy = NN / F~ Cy(Ny)|dy
R R

= N‘B/\]-'_lCl(w)\dw (1.10.32)
R

< 0.

Lemma 1.6 ist also anwendbar und es ergibt sich:

m .
WVarrabal LM = || Y em(f = Van-a f)ml*Mi(m = iN)w (32) €™ L, (T)
Im|<2M -1
Cemma 1osFolg. 1) <[ > en(f = Vv af)mlPo (1) €| Ly(T)| [ 177 Mi(y)ldy
| | - |m|<2M—1 " ) M ’ .
mis - R

Jetzt nutzen wir Punkt (i) aus und vereinfachen die L,(T)-Norm zu ||Varr—1g|L,(T)||.
Also folgt:

Vanr 17| Ly (T)|| < ||V2N719\Lp(T)||/\7*1Mz(y)\dy-
R

In (1.10.30) eingesetzt folgt:

|Pa| Ly (T < ||hz—VQM_1hz|Lp('JT)|I+IIVQM_1g|Lp(TF)||/\f‘le(y)\dy
R
<l = Vaar—aal Ly(T) | + 3llg| L, (T / FMy)ldy.  (1.10.33)
R

Lemma 1.10 sichert N}im [|hi — Vapr—1hi|Ly(T)|| = 0. Wegen der Stetigkeit von h; gilt dies auch
— 00
fiir p = oo. Folglich ist

(1| L (T |

IN

3191 (T)| / F U Mi(y)dy
R
(L1029) < CNO*|f|BS(T)] / F M ()| dy
R

waos = CN|B (D] [ 17 Cutn)ldy (1.10.34)
R
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Damit haben wir schliesslich

IIn(f = Va1 DL (DI < Y Il Ly(T)]|

leZ.
sy < ONTIFB IS [ 17 Cilwldy
1€Z 3
< GNTPIf[By o (T
(F5)
O
Mit dieser Vorarbeit folgt jetzt unmittelbar der
Beweis des Satzes 1.10
Sei also jetzt 8 < s < a. Es gilt:
If = INFIL,(T)|| = |If =Ven-1f +Van-of —IN(Van-1f) + IN(Van-1f) = IN fILy(T)]|
< Nf = Vano i fILp(D| + [[Van—1 f = IN(Van—1.f)|Lp(T)|| +
I IN(Van—1f = f)ILp(T)]. (1.10.35)
Fiir den ersten Summanden gilt:
1f = Van—1 fILyp(T)|| < C1NT#| f| By o (T)]- (1.10.36)

Da Von_1f € Ton—1, konnen wir den zweiten Summanden mittels Lemma 1.21 abschitzen. Es
folgt:
IVan—1f = INn(Van—1 f)|Lp(T)|| < C2N"*||Van—1 f| By oo (T)]. (1.10.37)

Den dritten Summand vergrossert man mittels Lemma 1.22 und man erhlt:
1IN (Van—1f = PILp(T)|| < CsN72[| f| By o0 (T)] (1.10.38)

Bleibt also nur noch
IVan—1 1By o (T)I| < Cullf| By o (T)]]

zu zeigen, wobei Cy unabhingig von N ist.
Sei r so gewihlt, dass 2" < N < 2"+! gilt. Dann ist

Van-1£1By oo (T)| = [Van—1 fILp(T)[| + S 2°[Van—1 f = Vass1 1 (Van—1.f) [ Ly (D),
yeony T

da
Voivr_1Van—1f =Vanoa f

fir j >r+1.
Sei 0 < j <r+ 1. Weiter gilt:
Van-1f = Vosrsoa(Van—1 )| Lp(T) | < [Van—1f = FILp(T)I| + [[f = Vasr 1 f Lp(T)]|
HVaitr 1 (f = Van-1f)l-

Damit erhilt man:
IVan—1f1By oo (DI < 3IfILp(T)|| + sup 298|\ f — Vasar _y f|Lp(T)||
7=0,1,...

+eN?|f = Van—a fILp(T)[| + e3N[|f = Van -1 f|Lp(T)|
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Die letzten beiden Terme wurden oben schon abgeschéitzt. Damit erhdlt man:

Va1 fIBS o (T)| < (34 4¢C1) | £IBS o (T)] (1.10.39)

———
::C4
Setzt man alles in (1.10.35) ein, so folgt schliesslich:
1f = InfILp(T)[| < ONT?[| By oo (T)]-
O

Im folgenden Corollar wird die Fehlerabschétzung fiir || f — I f|L,(T)]| fiir alle stetigen Funktionen
f e B;m(']l‘) gezeigt. Die Stetigkeit von f ist mindestens nétig, da der Interpolationsprozess
andernfalls nicht sinnvoll erklirt ist.

Die Stetigkeit von f konnte man beispielsweise realisieren, indem man den Besov-Raum B, . (T)
mit s > % zugrunde legt.

Corollar 1 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 1.10. Sei f < s < a und 1 < p < co. Dann
existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle N € N und fiir alle stetigen f € B, (T)

If = INFILp(T)[| < ON*|IfB; o (T)]]
gilt.

Beweis Sei f € B, (T) und N € N. Wir betrachten die Differenz

1f = INnfILy(T)| = [If = Vamr—1f +Vam—1 f = IN(Vanr—1 ) + IN(Vam—1 f) = In fI Ly (T)]|
< f = Vem—a FILy (D + [[Varr—1 f = In(Vans—1 )| Lp(T) |
+HIIN(Vans-1.f) = INfILp(T)]]- (1.10.40)
Sei € > 0. Wegen Lemma 1.10 findet man ein My(g), so dass fiir alle M > M,
If = Vawr [, (T < /2 (1.10.41)

gilt. Den zweiten Summanden schiitzt man mit Satz 1.10 ab. Da Vapr 1 f € A(T)N B, . (T), folgt:

1IN (Varr—1 f) = Vorr—1 fILp(T)[| - < ONT2[[Vanr— fILp(T)]|

(siehe (1.10.39)) < CoNT#||f|B; . (T)]| (1.10.42)
Fiir den dritten Summand gilt:
1N (Varr—1 ) = INFILy(DI = || Y (Vemr—1f = ) (@) AR (@ — @) Ly(T)
leJn
< 3 AVanraf = H@)] AR ()| Ly (T)|
leJn
< JAR@IL, (Y IVanr—1f = flLee(T)]]
leJn

(Lemma 1.10) < 8/2, (11043)

fir M > M;(N,e).
Setzt man nun (1.10.41), (1.10.42) und (1.10.43) in (1.10.40) ein, so erhilt man unabhéngig von
M:

1 = INAIL(T)]| < & + CoN ||| B e (D))

Diese Abschitzung gilt fiir alle € > 0, was schliesslich
1f = InfILp(T)[| < CaN"*|| By oo (T)]|
zur Folge hat. 0
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1.11 Interpolation mit de la Vallée Poussin - Kernen,
Ein Beispiel

Als néchstes geben wir eine konkrete Interpolationsoperatorenfolge an, indem wir eine Funktion A
finden, die den Voraussetzungen geniigt. Diese speziellen Interpolationsoperatoren bendtigen wir
auch im folgenden Kapitel, in dem es um periodische Interpolation auf T? geht. Das Beispiel soll
anhand der Forderungen an die zugrundeliegende Funktion A und ihre Fouriertransformierte FA
im Satz 1.10 motiviert werden.

Die Funktion A muss (E1) erfiillen, woraus sich sofort ergibt, dass

/]—'A(g) dé =V2r (1.11.1)
R

gelten muss. Die stetige Funktion FA muss weiterhin (1.10.3) erfiillen, was man z.B. realisiert,
wenn sich der Tréger von FA in (—1,1) befindet. Ausserdem sollen die Fundamentalinterpolanten
A%, 7zu A(T) gehoren, was bedeutet, dass

k

gelten muss. Auch diese Forderung realisiert man mit einem kompakten Triiger von FA. Der Kern
der Konstruktion ist aber die Tatsache, dass durch einen kompakten Triiger von FA ein stetiges
f durch Ix auf ein trigonometrisches Polynom vom Grade héchstens N abgebildet wird (siehe
Lemma 1.16). Zusétzlich sind noch die Forderungen (F1),...,(F5) aus Satz 1.10 zu erfiillen. Ist der
Triager von FA in (—1,1), womit FA in Umgebungen von Gitterpunkten # 0 verschwindet, und
sichert man FA konstant v/27 in einer Umgebung der Null, so werden die Funktionen A und B;
zu stetigen Funktionen mit kompaktem Triiger fiir alle & > 0. Damit ist (F1) fiir alle a > 0 erfiillt.
Aufgrund des Faktors (1 — ¥(2¢)) sind die Funktionen C; stetig mit kompaktem Triger fiir alle
B > 0, womit, (F4) erfiillt ist.

Sei jetzt 0 < A < % Dann sind die bis jetzt diskutierten Forderungen realisierbar, wenn FA eine
stiickweise lineare Funktion der Gestalt

1
x/%NZ

kEZ

FA(E)

A
ez

ist. Diese Darstellung ist in einem gewissen Sinne zwingend. Legt man sich qualitativ auf diese
Gestalt fest, so muss das ebene Stiick echt vor £ = % enden, da sonst (1.11.1) und die Stetigkeit
nicht mehr gleichzeitig realisierbar sind. Die Linge des schrigen Stiickes ergibt sich dann aus der
Forderung (1.11.1). Damit kommt man zu der obigen Darstellung. Hat FA diese Gestalt, so kann
man die Funktionen A(£) und B;(§) aus den Voraussetzungen des Satzes 1.10 fiir alle o > 0 als
Produkte einer stiickweise linearen Funktion mit kompaktem Tréiger und einer C§°(R)-Funktion

auffassen. Aufgrund der Ungleichung
|F7IM|Li(R)]] < e M|Wy (R)|
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(siche Bemerkung 1.3) gehoren also die inversen Fouriertransformierten dieser Funktionen zu
L (R). Forderung (F3) ist wegen des kompakten Triigers von FA nur eine endliche Summe und
damit endlich.

Bis jetzt sind also die Forderungen (F1), (F2), (F3) und (F4) fiir alle o, 8 > 0 erfiillt. Wegen des
kompakten Triigers von FA ist fiir [ gross genug C;(€) = FAE-1)
man

. Mit obiger Ungleichung erhélt

FA(-=1)

[FT1CLiR)]| < el|CilW, (R[] = ¢ BE

W, (R) H .
Die Triiger dieser Funktionen liegen um [ € Z. Betrachtet man also die Ly (R)-Norm dieser Funktion

und ihrer ersten (distributiven) Ableitung, so sieht man leicht, dass

FA(-=1) 1 1
Hi-w \WR) ~ P

gilt. Folglich ist (F5) fiir 8 > 1 gesichert.
Sei also fiir 0 < A < %
Lo g <5-A

FANE) :=vV2rd & (3 + M=) %—A<\§|<%+>\
0+ 5+A<[

Eine elementare Rechnung zeigt, dass dafiir

sin (£) sin(\z)

A)\ (1‘) =2 )\332

gelten muss. Mit dieser Funktion sind jetzt auch sofort die Eigenschaften (E1) und (E2) gesichert.
Wir bezeichnen mit ])\‘, die zu Ay gehdrenden Interpolationsoperatoren. Diese Konstruktion bietet
noch einen entscheidenden Vorteil, den wir im folgenden Lemma formulieren:

Lemma 1.23 Sei 0 < A < 1/2 und N € N. I} bezeichnet den in diesem Abschnitt erkldrten
Interpolationsoperator. Sei M = [(1/2 — A)N|. Dann gilt fiir alle t € Ty

INt =t

Beweis Sei t(z) = e™** mit |k| < (1/2 — A\)N. Es geniigt zu zeigen, dass co(I (e™*)) = & fiir
¢ € Z gilt. Mit Satz 1.9 und Lemma 1.16 gilt:

| 1 ¢ 1. Nit—k
A jikey T .
Cé(INe )— \/ﬂ AA( > { 0 . sonst s (1112)

wobei mit N|[{ — k ,N teilt £ — k” gemeint ist. Wegen |k| < (1/2 — A\)N folgt daraus sofort
ce(Iq(e?*)) = 1. Sei £ # k. Wegen (1.11.2) ist c;(Ix(e?*)) = 0 fiir ‘% - %| < 1. Im Falle
£ - %| > 1 muss wegen |k| < (1/2 — A)N die Ungleichung |%| > (1/2 + A) gelten. Und damit
ist FAx (&) = 0. Also ist c (I3 (e?*")) = 0. 0

Wir werden dieses Resultat in Kapitel 2 verwenden, wo wir mit Hilfe dieser Interpolationsope-
ratoren approximieren. Die Anwendung von Corollar 1 auf diese Interpolation fithrt uns jetzt zu
folgendem

Lemma 1.24 Seien 0 < A < % und I3 die gerade eingefiihrten Interpolationsoperatoren. Sei
weiter 1 < p < oo und s > 1. Dann existiert eine Konstante C(s,p) > 0 derart, dass fiir alle
N € Nund alle f € By (T)

1f = INFILp(T)[| < ON™°[| B} oo (D)l (1.11.3)

gilt. O
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Man braucht hier nicht noch zusitzlich die Stetigkeit von f zu fordern, da diese aufgrund von
Bj . (T) < C(T) schon gesichert ist.

Im Falle p = oo fiihrt eine Folgerung aus einem Resultat von Ries, STENS (siehe dazu [Si2, Propo-
sition 1]) zu folgender Aussage:

Lemma 1.25 Seien 0 < A < % und I3 die gerade eingefiihrten Interpolationsoperatoren. Sei

weiter s > 0. Dann existiert eine Konstante C'(s) > 0, so dass fiir alle N € Nund alle f € B3, (T)
1f = INfILoc(T)I| < ON*|If| B oo (D (1.11.4)

gilt. (Die Lo (T)-Norm kann hier selbstverstdndlich durch die C(T)-Norm ersetzt werden. ) O

Mit Hilfe komplexer Interpolation und diesen beiden Lemmatas ist es jetzt moglich, die Abschiitzung
(1.11.3) auf Werte s > 1/p zu erweitern. Da die Menge der trigonometrischen Polynome nicht dicht
in den Raumen Bj (T) liegt, fiihren wir fiir den Abschluss dieser Menge eine neue Bezeichnung
ein:

Definition 1.13 Sei 1 < p < oo und s > 0. Wir bezeichnen mit by . (T) den Abschluss des

Unterraumes |J Ty in B, .. (T). O
NENg '

Die Raume by . (T) eignen sich gut fiir eine komplexe Interpolationsmethode. Es gilt fiir i € (0, 1),
$0,51 > 0,1 < po,p1 < oo und
1 1-9 9

s=(1-Wsg+9s1 , —-= + —
p Po p1

die Gleichheit
(B30 00 (T): byt oo (T)]w = by oo (T).

Po,00 P1,00

Desweiteren weiss man, dass bzgl. dieser Methode auch
[Lpo(T), Ly, (T)]y = Lp(T)

gilt. Es interessiert hierbei nicht, wie die Interpolationsmethode genau funktioniert. Wir verweisen
auf [Tr2, 2.4.2 zusammen mit 1.18]. (Die Ausdehnung auf pg, p1 = oo funktioniert dabei reibungs-
los). Die entscheidende Tatsache ist folgendes:
Seien E, F' lineare Hausdorff-Réaume mit b0 . (T),b;! (T) < E und L,,(T), L, (T) < F (man
konnte hier z.B. E = F = L;(T) nehmen). Sei weiter T : E — F ein linearer Operator und die
Einschrinkungen

T:0° (T) = Ly (T) , T:0 (T)— Ly, (T)

Po,00 Pp1,00

stetig. Dann ist

bp,00(T) = (055,00 (T)s Up1 oo (Mo = B Lp(T) = [Lpg (T), Ly, (T)] g = F

Po,00 ?UPp1,Q0

und
T : b;oo(']l‘) — Ly(T)

ist stetig mit

I 82 (1) = Ly(T) | < IIT 5 58, (T) = Ly (T~ - [T b5 o (T) = Ly, (D)7 (111.5)
Satz 1.11 Seien 0 < A < % und I} die gerade eingefiihrten Interpolationsoperatoren. Sei weiter
1<p<ocund s> 1/p. Dann existiert eine Konstante C(s,p) > 0, so dass fiir alle N € N und
alle f € By (T)

1f = INFILp(T)[| < ON°[| | B} oo (D)l
gilt.
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Beweis Sei also (s,1/p) mit 1 < p < oo und s > 1/p gegeben. Sei po = 1 und p; = occ. Wir
wéhlen eine Zahl 1 < sg < p-s. Damit existiert eine Zahl s; > 0, mit

oL 1=9
(Z)p_po-l_

Tle

(1) s = (1—1)sg+ Vs1

fiir ein ¥ € (0,1). Es gilt ndmlich (i) & ¥ =1 — 1/p. Und damit (i), (ii) & s; = s;_fo > 0. Wir

betrachten den Operator
I—13:C(T) = C(T).
Wir setzen hier also E = F = C(T). Lemma 1.24 und Lemma 1.25 geben Auskunft iiber das

Verhalten von I — I3 zwischen den Eckrdumen. D.h. es gilt:

I — I3 : b5 (T) = L, (T)|| < CoN~%* und ||[I—Ip:b5 (T) = L,,(T)|| < C,N"™.

Po,00 P1,00

Mit (1.11.5) folgt dann:

1= I3 : b5 o(T) = Ly(T)|| < Ca"Cy N—eol=d) Ny=a10
——
c(p,s)

= N5 (1.11.6)
Sei jetzt f € B, .. (T). Dann gilt wegen (1.11.6) fiir alle M € N die Ungleichung:

WVorr—1f = NV DL < eN7[Vear—1 £18} oo (D
= NTVano1 f] B (T
CN"*||f1Bp o (T)]|- (1.11.7)

A

(1.10.39)

Damit haben wir:

1f = INFILp(DIL < 1If = Vorr—t FILp (D) + [[Vorr—1 f = Ix (Vorr—1 )| Lp(T)|

<CN~=*||f|B}, o (T)]
+ NN (Vayr 1 f = Iy (T)]-
Sei € > 0. Dann existiert wegen Lemma 1.10 und der Stetigkeit von f ein M, so dass
1f = Vanr—1 FILp(D)| + (113 (Vanr—1 f = F)ILp(T)|| < & gilt.

Wegen (1.11.7) ist also
If = INFILp(T)|| < ON~°||£| B} o (T)].

O

Fiir bestimmte Zwecke ist es erforderlich, die Fundamnetalinterpolanten A% (z) als Linearkombi-
nation von DiricHLET-Kernen darzustellen. Damit meinen wir die trigonometrischen Polynome

Dy(z) = Z e fir MeN
k<M

(sieche Abschnitt 1.5, dort haben diese Kerne noch den Vorfaktor 1). Wir wissen:

AR(z)= > Foe”,

leI<(1/24+M)N
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\

¢ e

(1/2- NN Moy (1/2+ AN

Pt ey

mit F(§) = ﬁ}'A,\ (%) In der Abbildung ist diese Funktion graphisch dargestellt.

Dabei kommen die natiirlichen Zahlen mg, m; folgendermassen zustande:
mo :=[(1/2—=A)N] und my:=[(1/24+ A)N].

Wir weisen daraufhin, dass durch [-] bzw. |-| aufgerundet bzw abgerundet wird und ganze Zahlen
nicht veréindert werden. mg bzw. my konnen also durchaus mit (1/2 — A)N bzw. (1/2 + A\)N
zusammenfallen. Wir setzen voraus, dass das N hinreichend gross ist, so dass wir keine Spezialfille
betrachten miissen. Sei also N so gross, dass my > myq gilt. Mit Hilfe der Abbildung kann man
dann die Linearkombination sofort hinschreiben: Wir haben:

mi—1

_ 1 1
AN(QL‘) = <ﬁ — F(m0)> Dm0,1($) + kz WDk (l‘) + F(ml)Dml ($)
=my
1 1 |
= N <1—ﬁ(1/2+/\—m0/N)> Dmofl(l‘)ﬁ-kz WDk(x)
=my
1
Gilt mo = (1/2 — A)N und m; = (1/2 + A\)N, so ist
11 "
AR == D . 1.11.
M) = Yy 2 D) (1118)
=my
mi—1
Dabei erinnert mlimo IZ Dy.(z) stark an die in Definition 1.4/(1.5.3) eingefiihrten pE LA VALLEE
k:mo

Poussin-Kerne. Daher sprechen wir in diesem Abschnitt auch von Interpolation mit bE LA VALLEE
Poussin-Kernen. Wir werden im Folgenden fiir A = 1/4 eine explizite Darstellung der Fundamen-
talinterpolanten A% (z) angeben. Damit wiire man dann in der Lage, die Funktionen Iy f explizit
zu berechnen. Dazu schlagen wir einen anderen Weg als den eben begonnenen ein.

Sei also jetzt A = 1/4. Dann ist
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Wir betrachten fiir ein N € N

i sin (Nx+227r£N) sin (Nx+427r£N)
An(z) = 82 (Nz + 2m{N)?

leZ

sm Nz+27rlN) sin (
- N2 Z (x + 2mL)?

ez

Nz+27rlN)
4

Wir betrachten diese Reihe vorerst auf (=, 7)\ {0}, um die Null im Nenner zu umgehen. Mit den
Additionstheoremen erhilt man

(Nx-l— 27TEN>
Y bl

5 sin (%) cos(mfN) + cos (%) sin(mlN)

= sin (%) (—1)%V.

Analog bekommt man

. <N:U—|—27r€N>
sin (| ————

| Il
N <
o~
> =
@ ¢ N
=&
N
= T
”’;‘a ]
~ 2
+ 0|
S o~
o~
z =
a ~—~
8  +
~—~ 8
2 0
‘H /N
T
~_
@
=
Ve
N |
>
N——"

mit
1 k=0(4) 0 k=0(4)
_ T 0 k=1(4) . T\ 1 E=1(4)
1 = COS (’“5) =\ -1 . k=24 wmd k=i (k§) ] 0 k=204)
0 : k=3(4) 1 : k=3(4)

man erhélt die Darstellung;:

A% (z) = % sin <%> <sin <%) % (:U—IC—MT]\;K)Z — cos (%) éez; ﬁ%) (1.11.9)

Als nichstes betrachten wir die Reihen
a¢N ben
(1) Z v und (2) Z g
= (z + 270) = (z + 270)
Dazu ist eine Fallunterscheidung fiir die natiirliche Zahl N noétig.

1. Fall: N ist ungerade.
In (1) fallen verschwinden alle Summanden, bei denen /N ungerade ist. Das fithrt zu folgender

Gleichheit:
a¢N a4qeN A(4642)N
Z 2 Z 3+ Z 2"
= (z 4 270) = (z + 2740) = (z+2m(40+ 2))

Das ergibt:

z ayN _ z 1 _ Z 1
2ml)2 2mw4/0)2 2w (40+42))2
ez (a+2m8) leZ (e+2m4) leZ (e+2m(4642))

Man kann die Reihe aufgrund Threr absoluten Konvergenz derartig umordnen.
In (2) verschwinden die Reihenglieder, bei denen /N gerade, d.h. ¢ gerade ist. Man erhilt damit:

ben biar+1)N blacss)N
- : 1.11.1
éeZZ (z +270) fé (z +2m(40 +1))2 +£EZZ (x4 27 (44 + 3))2 ( 0)
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Fall 1.1:

Dann vereinfacht sich (

Es ist N = 1(4).
1.11.10) zu
b 1 1
Ze: x+221;rr[ - eze:z (z+27(4e+1))2 — 4%32 (z+27(46+3))?

Fall 1.2: Esist N =3(4).
Dann erhilt man:

Z bZN[ s =
2
P AR

1
ZZG:Z (@ +2n(4013))?

_ 1
é;z (zt2r(40+1))

2. Fall N ist gerade.

Das hat zur Folge, dass /N gerade ist und damit verschwindet (2) komplett, d.h

leZ

Z bey
(z+2ml)2

=0|

Fall 2.1: Esist N = 0(4).
Dann ist auch /N = 0(4), was

impliziert.

Fall 2.2: Esist N = 2(4).

In diesem Fall kann man folgendermassen zerlegen:

Z QN _ Z az¢N
S =
= (z 4 270) = (z + 272¢0)?

Daraus folgt:

2F+1

Z

Z (z +27(20+ 1))2°

> GENNZZ iz?
fep (@F2m07 T (o (akdnD)

_ 1
é;z (zt+27(20+1))

Hier kommen immer wieder Reihen der Bauart

leZ

1
Z (x 4+ 2rm + (27k)L)?

vor, wobei z € (—m,m) \ {0}, ¥ € N und m € Ny feste Zahlen sind.
Diese Reihen behandeln wir mittels der Partialbruchzerlegung der Cotangens-Funktion. Es gilt die

folgende Identitiit:

o0

7 cot(mx) ———I—Z

n=1
fir alle z € R\ Z.

1

x-l—n z—n’

Unter diesem Gesichtspunkt betrachten wir fiir k € N, m € Ny und z € (—7,7) \ {0} folgende

Reihe

T)+ > (fo(z) +

~e()),

l
mit

fe(z) =

1

1

x 4 2mm + (2wk)l

, LeL.
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Wir erhalten

= 1 1 = 1 1
fO(I)‘l' (fl(‘r)+f*l(‘r)) = o <m+ (z Tm + z+2mm ))
; 2k \ 2 ; T 4t o — 4
B i cot T+ 2mm
N 27rk7T m 21k
1 T m
- ﬂcot(ﬁ+ﬂ'z) (1.11.11)
= gmr(T).
Weiter ist klar, dass die Reihe
B@ Y@+ ) = -3 . + !
0 —~ - (z 4+ 27wm)? e (x 4+ 2mm + (27k)0)?  (z + 27m — (2wk)l)?

1
-7 Z (z + 2mm(27k)L)>

lEZ
= hmk(x).

in jeder Umgebung U(z) C (—m,m) \ {0} gleichméssig konvergiert. Sie verhilt sich ndmlich wie

-y %2 Mit diesen Tatsachen ldsst sich nun ein Satz aus der elementaren Analysis anwenden, der
IEZ
besagt, dass in dieser Situation

him k() = gy 1 ()
auf (—m,7) \ {0} gilt. Mit (1.11.11) folgt schliesslich, dass

Z ! = —i icot(4+7rm)
x+ 2rm + (27k)0)2 2k \ dz 2k k
LET

1 1

(2k)2 . sin2(% + ﬂ%)

(1.11.12)

gilt. Jetzt ist man in der Lage, die Reihen (1) und (2) fiir jedes N explizit zu berechnen (siehe
eingerahmte Formeln). Wir zeigen dies exemplarisch fiir den Fall 1.1 und Reihe (2). Wir haben

b 1 1
é% (« +£;VM)2 B é% (@ + 2n(40 + 1))2 _; (@ + 2n(4€ + 3))2
(1.11.12) = 61_4<'2x1 : _.29613 )
sin® (§ +37)  sin® (3 + 47)
Wegen sin(x/8 + 3/4m) = cos(z/8 + w/4), gilt:
Z ben B i( 1 B 1 )
LGramr ~ 6\aGE i wf(Ein)
_ 1 2sin*(§44m) —1
T T e

Wegen sin® (/8 + 7/4) = (sin(z/8) cos(m/4) + cos(z/8) sin(n/4))> = 1/2(sin(x/8) + cos(x/8))? =
1/2(1 + 2sin(x/8) cos(z/8)) = 1/2 + sin(z/8) cos(x/8) erhilt man:

Z ben _iQSin(%) cos (%)
= (z +2m0)? 16 cos® (%)
_ L sin(§)

16 cos?(Z)




1.11 Interpolation mit DE LA VALLEE PoUSSIN - Kernen,
Ein Beispiel

52

Analog findet man die Darstellungen:

N=06) ; @ jé;rf)2 = isin;(%) 2 ﬁgré)? =0
=26 é (@ :gre)? - 35:2((?) ' é (5641—)1]72]\;6)2 =0
=3 é (@ :gre)? N %;TZ((?;)) AT flgNweV N %222((?)'

Setzt man diese Terme in (1.11.9) ein, dann bekommt A7 (z) folgende Gestalt:

(i) Fir N = 0(4) gilt

(ii) fiir N = 1(4)

(iii) fiir N = 2(4)

und schliesslich

(iv) fir N = 3(4)

s e () (o () 258 o () 255




Kapitel 2

Periodische Interpolation auf T?

2.1 Vorbemerkungen

Definition 2.1 Sein € N.

(i) Sei 1 < p < oco. Wir setzen:

1/p
L,(T") := ¢ f: T" — C Lebesgue-messbar : || f|L,(T")|| = (/ f(x)p) < 00
']I"n

Im Falle p = 0o ersetzt man das Integral durch das wesentliche Supremum:

1| Loo(T™)]| :=inf{r € R:{z € T" : |f(z)| > r} ist Lebesgue-Nullmenge}.

(ii) Sei A € Z™ eine endliche Menge. Dann definieren wir mit

TA .= {t = cre®T e € (C}
kEA

die zu A gehorende Menge trigonometrischer Polynome. Dabei ist fiir k = (ki, ..., k,) und
T = (Ilz ,xn)
k-x=kixi+..+kyz,.

Die Gesamtheit aller trigonometrischen Polynome auf T" bezeichnen wir mit 7'(T").

(iii) Sei f € Ly(T™). Dann erkldrt man fiir & = (ki1,...,kn) € Z™ den Fourierkoeffizienten ¢ (f)
durch

k(f) = ks, ) () = ﬁ/f(x)e”“dx.
A

(iv) C(T™) bezeichnet den Raum der stetigen Funktionen f : T" — C ausgestattet mit der Norm

IFIC(T™)|| = sup |f(z)].
zeT™

Bemerkung 2.1 Ist f € Li(T") von der Struktur f(zi,z2,...,2n) = fi(z1) - ... - fu(z,) (fast
iiberall), so gilt fir k = (kq, ..., kn) € Z™ die Gleichung
k() = €y i) (F) = €y (f1) - oo ek (fn)- (2.1.1)

Diese Tatsache ist eine simple Konsequenz aus dem Satz von Fubini.
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2.2 Tensorprodukte von Interpolationsoperatoren auf T

Definition 2.2 Sei {A}} oy eine Folge von Fundamentalinterpolanten gemiss Definition 1.11
und {In} nen die zugehorige Folge von Interpolationsoperatoren geméss Definition 1.12. Sei weiter
f: T? = R eine stetige Funktion.

(i) Fir N, M € N erkldren wir das Tensorprodukt In ® Ins durch:

(In @ Tn) f(mr,20) = D > flaf ah ) AR (@1 — 2 )Afy (22 — 2)). (2.2.1)

ledn meJym

(ii) Fiir N € N erkldren wir

(IT®IN)f(x,22) = Y, flz,2)) AR (22 — 7))
ledn
(In@Df(w,22) = Y fl&),2)AR(z1 —2)) und
teJn
IeD)f = f (2.2.2)

I ® I ist damit die Identitét auf C'(T?).

Lemma 2.1 Sei A% und Ix wie in der Definition. Seien M, N € N, k = (ki,k2) € Z* und
f : T? — C eine stetige Funktion. Dann gilt:

Ck(IN ®IM)f) = Ckl Ck2 Z Z f :El , m e”! (kv +hoz ), (2.2.3)

leJn meJum
Ist f von der Struktur f(z1,22) = g ® h(z1,22) := g(x1)h(z2), dann gilt fiir N, M € Ny
(IN®In)f =Ing® Inh,
wobei wir der Einfachheit halber Iy := I setzen. Das hat dann
ck((In ® In) f) = ex, (INg)cr, (Tarh).

zur Folge.

Beweis
Schritt 1:

Es gilt:
ce((In ® Inr)f)

(Linearitit) = Z Z f

leJny mEJm

Nz — 931 JAR (72 — x%)d(ml,xg)

a\

Mit dem Satz von Fubini lasst sich letztes Integral als iteriertes Integral iiber T schreiben. Das
heisst:

. 1 .
Ck((IN®IM)f) — Z Z f 331 ’ m —ikialy —zkzxm_/Aw —Zk1$1%/A(w2)e—lk2$2dw2 dxy
T

leJn meJy

_ —ik1z —ikoz™M
_Ckl ck’z E E fxlam 116 2om

leJn mEJm

—i(k k
=ch1Ach2AMZfol,m ikaal thozy))

leJn meJym
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Schritt 2:

Mit der Voraussetzung f = g ® h ergibt sich in der Definition (siehe (2.2.1)) des Tensorproduktes
folgende Vereinfachung;:

(IN &® IM)f(asl,a:Q)

> 9@ A =) Y hah)A(ws - z)))
leJn meJy
= INg(ajl)IMh(CUQ).

Die Aussage iiber die Fourierkoeffizienten des Tensorproduktes ist eine Konsequenz aus der
Bemerkung 2.1.
O

Beispiel 2.1 Sei | = (I1,l2), k = (ki1,k2) € Z> Seien N,M € N und f(z) = e**. Wegen
f(z) = eth? = eik1216tk222 fo]ot aus dem Lemma:

a((In @ Ing) f) = e, (Ine™70) ey, (Ipret*22).
Da eif1#1, eh222 ¢ A(T), folgt mit (1.8.4):
ay (Ine™) = Net, (AR )dn (b, k1) und e, (Tare®) = Mer, (A ) (o, ko),

wobei |
1 : Lim—-n
dr,(m.n) = { 0 sonst

und L|m — n die Abkiirzung fiir , L teilt m — n” ist. Also ist

a((In @ In)f) = NMey, (AN ), (Ahp)dn (L, k) dw (Lo, k2).

2.3 Die Smolyak-Konstruktion
Definition 2.3 (SMOLYAK)
Sei {In}nen eine Folge von Interpolationsoperatoren. Dann ist durch

m m—1
B, = ZLJ‘,m,j — Z Lj’m,jfl , meN (231)
j=0 =0

mit L = I @ Iy eine Folge von Operatoren auf C(T?) erklért.

Bemerkung 2.2 Ein solcher Operator B,, erhilt als Argument eine stetige Funktion f : T? — C
und benutzt nur eine Anzahl diskreter Werte der Funktion f, die offensichtlich die Grossenordnung
m2™ hat.

Wir untersuchen im Folgenden die SMOLYAK-Konstruktion, die sich ergibt, wenn man als Inter-
polationsoperatoren die I3 aus 1.11 zugrunde legt. Sei also fiir 0 < A < 1

m m—1
A A A
Brn=3 Lim-i= D Lim-jmi
j=0 7j=0

mit L;"k =I}® I2’\,c. Um gewisse Eigenschaften der Fourierkoeffizienten der Funktionen B,,f
nachzuweisen, ist die folgende Definition nétig.

Definition 2.4 Sei m € N. Wir setzen
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(i)
H,, :={(l1,15) € Z*: 3u € {0,...,m}, sodass |l1| < 2“(1/2+ A) und |l5| < 2™ 7“(1/2+ \)}
und

(i)
Kp:={(1,l) € Z*: 31 € {0, ...,m}, so dass |I1| < 24(1/2 — X) und |l5] < 2™~4(1/2 = \)}.

Die Menge H,, bzw. K,, bezeichnet man auch aufgrund ihrer Struktur als hyperbolisches Kreuz
in Z2.

Die folgende Abbildung zeigt ein solches Hyperbolisches Kreuz.

ZZ

—96

Lemma 2.2 Sei 0 < A < 7, m € N und B)), die spezielle SMOLYAK-Konstruktion. Es bezeichne
H,, das hyperbolische Kreuz aus Definition 2.4. Sei weiter f : T2 — C eine stetige Funktion. Dann
gilt fiir k € Z2\ Hp,

Ck(Bsz) =0.
Man hat also

B) : C(T?) — THm,

Beweis Wir bezeichnen mit A} die Fundamentalinterpolanten der Interpolationsoperatoren I3.
Fir ¢ = (l1,12) und M, N € N gilt dann mit Lemma 2.1

Cf((lf\\/l ® I]>\\I)f) = cl1(A%/I)ClQ (A?\V)U(f: M, N)7

wobei o(f, M, N) den Wert der Doppelsumme in (2.2.3) bezeichnet. Mit (1.9.4) in Satz 1.9 ergibt
sich

= NM2r N
Sei k € Z?\ H,,. Dann gilt fiir alle u € {0, ...,m}

ce(Iy @ IN) ) 1 FAy (lMl) FAy (l—2> o(f,M,N). (2.3.2)

kil > (1/24 202" oder |ka| > (1/2+ A)2m.

Setzt man in der Formel (2.3.2) (I1,lz) = (ki,ko2), M = 29 und N = 2™ fiir beliebiges j €

{0, ...,m}, so folgt aufgrund von supp FAx = [-A=1/2, A+ 1/2] und FA (-A—1/2) = FAx(A+
1/2) =0

k k
FAy <—1> =0 oder }'AA< 2 ):o und damit

2m—ij
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c(khkz)(L;\,mfjf) =0.
Wegen 2™ =7 > 2m=i=1 gilt Analoges auch fiir M = 29 und N = 2m=7=1, Also ist

3

ckBrf) =D ex(L) i)=Y (L} j 1 f) =0
7j=0

7=0

O

Lemma 2.3 Sei 0 < A\ < £, m € Nund B)), die spezielle SMOLYAK - Konstruktion. K, bezeichne
das hyperbolische Kreuz aus Definition 2.4. Sei weiter

t(z) = Z crett?
kEKm

ein trigonometrisches Polynom mit Frequenzen aus K,,. Dann ist
Byt =t.

B2 ist also die Identitit auf T%m.

m

Beweis Es geniigt aus Linearitédtsgriinden zu zeigen: Sei k = (ki, k2) € K,,, beliebig und ¢(z) =
eike = gilkizithkor2) dann gilt

Bt =t.
Wir zeigen dazu fiir £ € H,y,:

A _ ]. . k:l
Cf(Bmt)—{ 0 : k#1

Sei also k = (k1,ke) € K, beliebig. Sei weiter £ = (I1,l2) € H,,. Dann gilt wegen der Produkt-
struktur von t(z,zs) = el(kF1z1thar2) — gikiz1gikaza it Lemma 2.1

(i 1) ((Tny ® IN)E) = 1, (T ey, (Ine™). (2.3.3)

Das fiihrt dann zu

3

cBpt) = Y (L} it) = D (L} jit)
7=0 7j=0
m m—1
= > e B ey (Banse™) = 3 1, (B e Yoty (Bnoyor ™). (23.4)

0

<.
Il
=]

J
Wie schon in Beispiel 2.1 gesehen, gilt fiir N € N und u,n € Z allgemein unter Benutzung von
(1.9.4)

- 1 U 1 : Nn—u
A jiney . _ — Bl
CU(INE ) — \/ﬁfAA (N) { 0 . sonst . (2.3.5)
Wegen FAx(€) = 0 fiir [€] > 1/2 + X folgt sofort, dass
ul > (1/2+ NN = ¢, (Iye™) =0 (2.3.6)

gilt. Diese Tatsache werden wir im Folgenden h#ufig verwenden. Weiterhin entnimmt man der
Darstellung, dass fiir N|n —u und |u] < N(1/2 - X)

cu(Ine™) =1

gilt. Setzt man abkiirzend ¢y (§) := \/%7}'/\,\(5), so erhélt man fiir u = n

cn(Ine™) = px (%) : (2.3.7)
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1. Fall: (Iy,1y) = (ky, ks)

(2.3.4) wird mit (2.3.7) zu

S (3 () Enn) o

Jetzt bezeichne j; € {0,...,m} die kleinste Zahl und j; < jo € {0,...,m} die grosste Zahl mit
k| <29(1/2=X) und |ko| <2M70(1/2-)), i=1,2. (2.3.9)

Solche Zahlen muss es geben, da k = (ki, ko) € K. Damit kann man (2.3.8) auf folgende Weise
zerlegen:

cr(Bpt) = Si + Sa + S3 — (Sy + S5 + Se)

mit _— )
J1— J1i—
kl kQ k?
=S (8)n (). s-Fa(s)n(w5)
i=0
J2 ja—1
k1 kQ k2
Sy = Z "N <2_J> "N <2mj> , S5 = Z L2 ( ) <2mj1> ’
=i =i
und L
i ki ks '« ky ks
S3 = Z ) <2]><P/\ <2m ]> ;o Se = Z‘p/\ (2_]> A <2m—j—1>'
j=ia+1 i=io

Ist in einer Summe obere Schranke < unterer Schranke, so wird sie einfach 0 gesetzt. Aus der
Definition von j; und js folgen fiir j; < j < j» die Ungleichungen
ki _ 1 |ka| 1

— < — — - < — — 2.3.1
5 <3 A und om—7 < 3 A (2.3.10)

Damit und wegen FA,(§) = V27 fiir |{] < 1/2 — X ist S; — S5 = 1. Wir behandeln als néchstes
die Differenz S; — Sy und zeigen S; — Sy = 0. Ist j; = 0, ist nichts zu zeigen. Ist j; > 0, dann gilt:

]lle (2—) ( (2:2—1‘) e (2mk7>> |

ks ks i
e : < 2Tl /9 ) < (1/2-=2)
2m=j  2m=i=1l (13 1/ )j<_jl 1/ )

ko _ ko _q
P om— | P gm—-1) =
und damit S; — S4 = 0.

Bleibt noch S3 — Sg zu betrachten. Auch hier wird S3 — Sg = 0 gezeigt. Fiir jo = m ist wieder
nichts zu zeigen. Ansonsten erhiilt man fiir S3 — Sg mittels Indexverschiebung (5 := j — 1 in S3)

die Darstellung
ky k1
oo ) (o () (3)-

J=J2

Fiir 7 < j; erhilt man wegen

2

die Gleichung
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Vit k|

1 1 o — 4

_ = < 2127)(1/2—=X) < (1/2—)\
g =l < wiap-n < a-y

ki1 _ k1 _1q
(2N 5t ) = 5 )=

Also ist S3 — Sg = 0. Insgesamt vereinfacht sich also c (B;)e™*") zu

2

folgt dann

cr(BMt) = (Sy—S5)+(S1 —S4) + (S5 — Se)
= 1.

2. Fall: (ll,lg) ;é (kl,kg)
F.2.1.: ll 75 k‘l und lQ = ]CQ

Fiir diesen Fall ist die folgende Darstellung von Bt giinstig:

m—1
Z jm—j ]m]1)+L$‘n,0
j=0
Mit (2.3.3) gilt hier:
m—1
c(ll’l2 cll IA Zkl [cla( )\m Jelkr) — Cly (IQ)\m*iflesz.)] +cy (IQ)\melkll)clz (If\ezk?)
7=0

Es soll ¢, 1, (B t) = 0 gezeigt werden. Wir zeigen dazu zunichst, dass

c, (I3 e*1) =0 (2.3.11)
gilt. Wegen (2.3.6) ist fiir |I;| > 2™(1/2 + A) nichts zu zeigen. Bleibt noch |l;] < 2™(1/2 + A) zu
betrachten. Wegen (kq, ko) € Ky, ist k1] < 2™(1/2 — A). Damit ist

1 1
h—h|§W1+U1<2m<5—A+§+A>:2W

Wegen 0 < |k; — l1] < 2™ kann 2™ nicht ky — [; teilen. Somit folgt (2.3.11) aus (2.3.5).
Jetzt zeigen wir, dass fiir jedes j € {0,...,m — 1}

Ch (I2>\J 6“@1.)[012( )\m Jelkr) — Cly (IQ)\m*jfleikQ.)] =0 (2312)
gilt.
Sei j € {0,...,m — 1}.
Da wir immernoch im F. 2.1. sind, gilt |k2| = |l2]. Es ist jetzt eine Unterscheidung nétig, in

welchem Bereich (in Abhéngigkeit von j) sich |ka| bzw. |l5] befindet.
F.2.1.1.: |ko| =|l2] <2m7971(1/2 = ))

Wegen Iy = ks und (2.3.5) sind beide Summanden in der eckigen Klammer 1 und damit ist die
Klammer 0. Damit folgt (2.3.12).

F.2.1.2: 2m7 07 1(1/2 = \) < |lz| = |ko| < 2m79(1/2 = ))
Wegen (ki,ks) € K, existiert u € {0,...,m} mit

k| <2%(1/2—2\) und |ks| < 2™7%(1/2 = A). (2.3.13)
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Wegen |ko| > 2m7371(1/2 — \) ist klar, dass u < j gelten muss. Also muss (2.3.13) mit u = j
erfiillt sein und damit gilt '
|k <27(1/2 = A).

Wegen des Vorfaktors vor der eckigen Klammer und (2.3.6), bleibt nur noch |l;]| < 29(1/2+ )) zu
betrachten. Das zieht aber

0<‘k1—ll|§|k1‘+|l1‘<2] <§—A+§+)\> =27

nach sich. 27 kann also nicht k; — [; teilen. Mit (2.3.5) folgt
e, (Iyet™) = 0.

Und damit ergibt sich (2.3.12).

F.2.1.3: 2m=i(1/2 = )\) < [lo] = |ko| < 2779(1/2 4 ))

Wegen (ky, ks) € K, gilt |ky||kz| < 2™(1/2 — X\)2. Da |ka| > 2™9(1/2 — )), muss
k1| < 29(1/2 =)

sein. Analog zu F. 2.1.2. gilt hier ¢;, (I3ye™*") = 0 und es folgt (2.3.12).

F. 214 |lo| = |ko| > 2m79(1/2 4 ))

In dieser Konstellation verschwinden wegen (2.3.5) die Summanden in der eckigen Klammer. Also
folgt auch hier (2.3.12).
Insgesamt folgt also in F. 2.1.

C(ll,lg)(Br);zt) = 0

Abschliessend ist fiir diesen Fall noch zu bemerken, dass man den Fall
ll = kl und lQ 75 k‘Q

ganz analog abhandelt. Man nutzt hier die Gleichung

3

m m—1
By = Lm—jj— Y Lm—j-1;=> (Lm—jj— Lm—j-1;)+ Lom.
i=0 =0 i

I
=)

F.2.2.: ll 75 k‘l und lQ 75 ]CQ

Wir nutzen Gleichung (2.3.4) fiir ¢
Summen verschwindet.
Sei j € {0, ...,m}. Wir betrachten zunéchst

) (B),1). Es wird gezeigt, dass jeder Summand der beiden

l1,l2
e, (I e™ ey, (Im—je*27). (2.3.14)
Wir beschrinken uns auf

| <27(1/24 ) <2/ mit |l — k| =02/, vEN (2.3.15)

Andernfalls verschwindet der erste Faktor von (2.3.14) aufgrund von (2.3.5) und (2.3.6), und es
ist nichts zu zeigen. Es gibt nun 2 Mdoglichkeiten.

(i) 11 und k; haben beide das gleiche Vorzeichen (wobei negativ und 0 bzw positiv und 0 auch
als gleich angesehen werden). In diesem Fall muss aufgrund von (2.3.15) |ky| > 27 gelten.
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(ii) 1; und k; haben verschiedene Vorzeichen (eines echt positiv, anderes echt negativ). In diesem

Fall ist ‘ '
v2) — k| = || < 27(1/2+ N).
Das ergibt ' 4
kil > 27(w—1/2-X) > 27(1/2—)).
(v>1)
Wegen (ki,ks) € K, existiert ein u € {0,...,m} mit
|k1| <2%(1/2=X) und |ka| < 2M7¥(1/2 = N) (2.3.16)

In Fall (i) ist 27 < |k;| < 2¥(1/2 — X) < 2%, Das zieht natiirlich j < u nach sich. In Fall (ii) ist
27(1/2 — \) < |k1| < 2%(1/2 = \). Hier folgt auch j < u. Mit (2.3.16) folgt

kol <2m7H(1/2=X) < 2mTI(1/2—)\). (2.3.17)
(i<w)

Wir betrachten wieder nur |la| < 2™77(1/2 4+ )), da sonst der zweite Faktor von (2.3.14) wegen
(2.3.6) sofort verschwindet. Dann ergibt sich

0< ‘12 —k2| < |l2‘+‘k2‘ < Qm_j(1/2—>\+1/2+>\) = om—i,

Jetzt hat man wieder die gleiche Situation wie in F. 2.1.. Es kann nimlich 2~/ nicht
ko — o teilen. Wegen (2.3.5) ist damit ¢;,(I3,,_;e™*2") = 0. Es verschwindet also in jedem Fall die
erste Summe in 2.3.4.

Im Folgenden wenden wir uns den Summanden der zweiten Summe in (2.3.4) zu. Wir betrachten
also fiir ein j € {0,...,m — 1} das Produkt
e (Iye™ Y ep, (I -5 e, (2.3.18)

Wir argumentieren vollkommen analog zur letzten Betrachtung bis zur Nummer (2.3.17). An dieser
Stelle nutzen wir aus, dass j echt kleiner als u ist und erhalten

ko <2m7M(1/2-3) < 2mTITN(1/2- ).
(j+1<u)

Es wird nur [lo| < 2m77=1(1/2 + \) betrachtet, da sonst wegen (2.3.6) der zweite Faktor von
(2.3.18) sofort verschwndet. Das fithrt dann zu

0< |k‘2 _lQ‘ < ‘k2| + ‘12| < 2m—j—1(1/2_ A+ 1/2+>\) = gm—i—l

2m~J~1 kann also unméglich Iy — ks teilen. Wegen (2.3.5) ist damit
¢y (Igm-;—1€™2") = 0. Somit verschwindet auch die zweite Summe in (2.3.4).

Der 2. Fall ergibt also insgesamt
C(ll,lg)(B%\mt) = 0

Damit ist das Lemma gezeigt. O

2.4 Nikolskij-Besov-Riume mit dominierender gemischter
Glattheit auf T?

2.4.1 Definition und Eigenschaften der Riume S B(T*)

Dieser Abschnitt dient der Einfithrung der Rdume S;’qB(']TQ). Es wird sich zeigen, dass diese Rdume
gut zu den Operatoren B,, passen. Fiir Funktionen f € S;,qB(’[FQ) beweisen wir als Hauptresultat
dieses Kapitels eine Fehlerschranke fiir

1f = B f|Ly(T?)]I.
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Es sei
1 . 0<lz/<1
v(z):=¢ 2—t : 1<|z/<2
0 : Jz|>2

die Funktion, die schon in Abschnitt 1.5 als Gewichtsfunktion fiir die bE LA VALLEE PoussiN-Mittel
diente. Dieses Konzept ldsst sich ganz analog ins Zweidimensionale iibertragen.

Definition 2.5 Seien M, N € N. Der Operator Vys n ist erkldrt durch:

k k ik121+ikox
Vm,nh(z1,zs) = Z Chy ks (R)V (ﬁ) v <M2> gtkiz1tikozs

k1,k2€Z

fiir h € L;(T?). Wir nennen Vu,nh das zweidimensionale bE 1A VALLEE PoussiNn-Mittel von h €
Ly (T?). O

Die Bezeichnung Vjs,n wurde hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit gewihlt. Das trigonometri-
sche Polynom Vjs nyh hat die Gestalt:

Ckl’kz eik111+ik212 .
|k1|<2M—1, |ko|<2N—1

Es geht dabei die Eigenschaft verloren, dass, wie im eindimensionalen Fall, der Index bei Vj; den
maximalen Polynomgrad von Vi f angibt.

Lemma 2.4 Sei 1 < p < co. Dann gilt fiir alle M, N € N
1< |Vaw : Xp(T?) = X,(T?)|| <9, (2.4.1)

wobei (12)
o [ Ly(T?) : 1<p<oo
XP(T)"{ C(T?) : p=oo

Beweis Wir nutzen hier im wesentlichen das Resultat, das wir mit Satz 1.3 zur Verfiigung haben
(Beschrénktheit im eindimensionalen Fall). Die Schranke nach unten ist sofort klar. Konstante
Funktionen werden reproduziert. Bleibt noch die Schranke nach oben zu zeigen. Sei zunéchst
h =33 ck, koetk121 7222 i trigonometrisches Polynom. Wir betrachten fiir 1 < p < oo:

k1 ko
p kl k2 ik1x1+ikaxs 2 !
Vi NRILp (TP = Y ery pov )N ) e Ly(T7)
k1 ko
Das ergibt:
P ks ks ikiz1+ikaz '
IVar, B Ly (TP = chkl,kzv Vi v N e T2y day
T T Rk
k k P
= // Zv <M1> <Z Chy ko ¥ (ﬁ) e“””) ezl dpy dxy
TT Ik k2
= Zv L2} Ze“”“ck v ks e L,(T) pda:
- M - 1,ko N P 2.
T 1 2
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An dieser Stelle wenden wir Satz 1.3 auf die innere L,(T)-Norm an und erhalten:

P
i k )

||VM’Nh|LP(T)||p S 31) Z (Z elk2m20k1’kzv <N2>> elkl. Lp(,]r) dx2

T k1 ko

p
ks ik ikoa
(Fufini) Sp// Z (ﬁ) <ch17k2€ ! 1) e'"2*2| dxo dxq
T T ko k1

p
dCUQ d:l?l

E E Chi k eik1x1+ik2x2
1,R2

k1 ko

. v/
(Satz 1.3)

T T
= OP[h|L,y(T)]".

Mit den iiblichen Modifikationen fiir p = oo folgt analog
IV, nh|C(T?)|| < 9|[A|C(T?)]].

Sei VM,N die Einschrénkung von Vjs n auf den Raum der trigonometrischen Polynome. Eben
wurde gezeigt, dass Vs, n beschriankt mit Norm < 9 ist. Die trigonometrischen Polynome liegen
dicht in X,(T?) (analog zur Situation auf T). Damit ist Vjs ny zu einem stetigen Operator unter
Erhaltung der Norm auf X,(T?) fortsetzbar. Wir bezeichnen diesen fortgesetzten Operator auf
X,(T?) auch mit Vs n. Wegen X,(T?) < L (T?) gilt die Implikation:

X
gn nﬁpoo g = ckth(gn) oo ck17k2(g)' (2.4.2)

X
Sei also g € X,(T?) und (gn)n C X,(T?) eine Folge trigonometrischer Polynome mit g, —— g,

n—oo

dann ist Viy nvg := lim Vi ngn (in X,(T?)). Somit gilt wegen (2.4.2)
n— o0

crks(Ving) = lim ek, g (Vir,ngn)

. k k
= lm cp g, (gn) (ﬁ) v (ﬁ) (24.3)

(2.4.2) ke \ IV 71 YAV

= Cky ko (VM,NQ)

Die Fourierkoeffizienten der Funktionen I_/M7 ~g und Vi ng stimmen {iberein. Damit sind diese
Funktionen gleich in X, (T). Also folgt (2.4.1).

Lemma 2.5 Sei 1 < p < 0o und X,(T?) wie oben. Sei weiter h € X,(T?). Dann gilt:

Vung ——¢.
M,N — o0

Beweis Aufgrund der gleichmissigen Beschrinktheit von ||[Vas n @ X,(T?) = X,(T?)]|, der Dicht-
heit der trigonometrischen Polynome in X,(T?) und der Tatsache, dass fiir jedes trigonometrische
Polynom

X
Vit ———s t
M,N— 00
gilt, folgt mit dem Satz von BANACH/STEINHAUS die Aussage des Lemmas. O

Mit Hilfe der Funktion v definieren wir nun folgendes Funktionensystem (v;(z));en,:

vo(z) =v(z) und wj(z) =v(2Vz) —v@2 ) | j=1,2,.. (2.4.4)
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Dieses Funktionensystem besteht offensichtlich aus stiickweise linearen Funktionen mit kompaktem
Tréager. Dabei gilt:

supp vo = [~2,2] und suppv; = {z € R: 277" < |z < 271"} (2.4.5)

Die néchste Abbildung zeigt die Graphen der Funktionen v;:

vo(z) = v(x) vj(z)
S
: - : | :

) T _9j+1 —9i _9j-1 9i—1 '23’ 9i+1 o

\
[\

|
[y
—_

Eine wichtige Eigenschaft dieses Funktionensystems ist die Tatsache, dass fiir jedes = € R

M—o00 “— M —00

o] M
Zvj(x) = lim Zvj(x) = lim v(27Mz) =1 (2.4.6)

gilt. Sei ab jetzt 1 < p < oo und h € L,(T?). Wir ordnen der Funktion h fiir jedes Paar (ji,j2) € N2
ein trigonometrisches Polynom hj, j, (x1,z2) wie folgt zu:

iki1x1+1kox
h]l’]Q L1, 1‘2 E Ck1,k2 UJ1 (kl)vjz (kZ)e tH 22,
k1,k2€Z

Lemma 2.6 Sei 1 < p < oo und h € X,(T?). Dann gilt:
0 oo
Beweis Wir betrachten die endliche Summe

M N M N
itki1x1+iksx
E : § :hjl,j2($1,$2) E ckl’kQ E : E :Ujl kl UJz k2) et 2t

Jj1=0j2=0 k1,k2 Jj1=0 j2=0

M N
= Z Chy ko (D) Z i1 (K1) Z vj, (ky) | ek tikams
k1, ks j1=0 J2=0
_ -M _N
(2.4.6) Z Chy bz (R)0( ki)o(27 7 ks)
k1,k2
= VQM,2Nh.
Somit gilt
oo oo M N
Z Z hjsin = M’lji,rgoo Z Z Pjigz = M,ljirn—lmo Vare anh (Lemma 2.5) h
j1=0 j2=0 J1=0352=0

O

Es ist also méglich, eine Funktion h € X,(T?) in trigonometrische Polynome mit ,, Frequenzen” in
dyadischen Rechtecken des Gitters Z?2 zu zerlegen. Diese Zerlegung in trigonometrische Polynome
nutzt man jetzt, um die Réume S;  B(T?) zu definieren.
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Definition 2.6 Es sei 1 < p < oo, r > 0 und X,(T?) wie oben. Wir setzen fiir

i)1<g<
o = 1/q
S3BT?) 1= $ he X (1) 1S}, B = | 33 [0y, 5%, | < oo
j1=0 j2=0
und fiir
(il) ¢ = oo

S B(T?) = {h € X,(1%): [BIS, < BT = sup 2705y, [ X,(T2)]| < oo}.
J1,72 0

Satz 2.1 Sei 1 <p<oo,1<¢g<ooundr >0.Dann ist S;7qB(T2) ein Banachraum.

Beweis Der Beweis lduft analog zum Beweis der Vollsténdigkeit der BS (T). Sei (hn)n C S}, ,B(T?)
eine Cauchyfolge. Wegen Lemma 2.6 gilt

Jt.j2
= Z ||hj1,j2|Xp(']r2)||2r(j1+j2)2—r(j1+]’2)
Jt.J2
sup 2" (41+372) 1y o | X ( TQ )| Z o—1(j1-+i2)
J1:J2

IN

Ji.J2

=:C
Clin|Sy . B(T?)]I,
Cs||h|S; , B(T?)]|

LIAIA

(b —£oo)

fiir eine Funktion € S}  B(T?). Damit gilt also
Sy B(T?) < X,(T?).

Die Folge (hn)n C S ,B(T?) ist damit auch eine Cauchyfolge in X,,(T?) und es existiert in diesem
Raum eine Grenzfunktion h. Jetzt zeigt man mittels analoger Techniken wie im Satz 1.6, dass
diese Grenzfunktion zu Sy  B(T?) gehort und dass

T 2
I = hlSp o B(T) | —— 0
gilt. O

Bemerkung 2.3 In der Definition 2.6 muss man im Falle p = oo nicht auf den Raum C(T?)
ausweichen. Ersetzt man in der Definition X (T?) = C(T?) durch L. (T?), so wiirde aus h €
ST B(T?)

00,q

D gyl Loo(T?)]| < 00
Ji.j2

folgen. Siehe Beweis von Satz 2.1. Damit existiert

= lim E E hj, g, = lim  Vom onh
M,N—o0 v ’ M,N—o0 .
J1=0j2= €c(T?)
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in L (T?). Die Grenzfunktion h ist damit auch eine C(T?) - Funktion (mit Interpretation). Das
bedeutet auch, dass fiir (k;, ks) € 72

= . . k k
Cky ko (h) = Ml]{fn—lmo Ck1,k2 (VZM,QNh) = MlJ{fn—lmo Cky ko (h)’l} <Ml> v (ﬁ) = Cky,k2 (h)

gilt. Damit muss h = h in L;(T?) gelten. In der Aquivalenzklasse von h gibt es also einen stetigen
Vertreter. Man kann also die Stetigkeit im Falle p = oo a priori fordern. Es gilt aber in jedem Fall
ngB(T?) — O(T?). (2.4.7)
O

Es gilt sogar allgemein das

Lemma 2.7 Sei 1 <p<o00,1<¢g<o0undr >1/p. Dann ist
T 2 2
S, B(T?) = C(T). (2.4.8)

Beweis Wir brauchen die Aussage nur noch fiir 1 < p < oo nachzuweisen. Der Beweis funktioniert
vollkommen analog zum Beweis der Einbettung B, , < C(T) fiir s > 1/p. Die wesentliche Essenz
ist hier wieder die Nikorski-Ungleichung, die man auch ganz analog auf T" formuliert. Wir
schiitzen damit fiir b € S}  B(T?) die Norm [|hj, j,|C(T?)|| ab. Die Grésse Cyy p;, ;. ldsst sich hier

durch ¢(p)2W1+72) abschiitzen. Mit genau denselben Argumenten wie in Satz 1.7 erhilt man
> Mgy 2 1C(T)|| < CIAIS;,  B(T?)|
J1.J2
Daraus schliesst man aufgrund von C(T?) < L,(T?) und Lemma 2.6 (p < o0)
h=>Y hjj in C(T?.
J1:J2

Das bedeutet dann schliesslich ||h|C(T?)|| < C||h|S} ,B(T?)||. a

2.4.2 S; B(T?) und B; (T)

In diesem Abschnitt wird sich herausstellen, dass Tensorprodukte von Funktionen bzw. Operatoren
die Briicke zwischen den beiden Funktionenraumskalen bilden.

Lemma 2.8 Sei 1 <p <o0,1<¢g<ocundr>0.Dann gilt fiir alle f,g9 € L,(T)
1f - 9185, BT = [|£1Byo (D" - llg| By, (T)[|*-

In diesem Fall bezeichnet man || -|S;  B(T?)|| als eine Kreuznorm. Die Norm || - | B}, ,(T)||* wurde
in Satz 1.5/(1.6.5) definiert.

Beweis Sei h = f - g. Dann ist cg, &, (h) = ¢k, (f)ck,(g). Damit ist

hjgo (@1, @2) = Y ek, (F)ers (9)v, (n)vj, (ko)e'1 71 Fikaw
k1,k2

Das hat

||hj17j2|Lp(T2)” - chl(f)vjl (h)e““””l

k1

ik
E Chy (9)Vj5 (K2 )e™>™

Lp(T)
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zur Folge. Also gilt:

1/q

1h] S5, B(T*)| > 2R by, o | Ly (T2

J1.:J2

q\ /a9
= [ D227 > ek, (F)vg, (ky)e™ ™t | Ly (T)
J1 k1
0\ /1
x [ 02201 " ex, (9)vj, (ko)e™®272 | Ly(T)
Jo ka

Schliesslich sieht man
1/q

1h] S}, B(T?)]

IVASILp (D% 4+ 277 Vasa sy f = Vair _1 1L (T)|*
J1
1/q
x | IViglLp(D| + D 27 [Vasos1 19 = Voo 19| Lp(T) |
J2
= I£1By, (D" - lg| By, (TII*
Mit den iiblichen Modifikationen folgt dies auch fiir ¢ = co. O

Im Folgenden stellen wir einen Zusammenhang zwischen den Rdumen S;mB('[FQ) und den Rdumen
B;p('[F) iiber Tensorprodukte von Operatoren her. Tensorprodukte von Interpolationsoperatoren
sind uns schon begegnet. Es hat sich dabei herausgestellt, dass fiir f(z1,2z2) = g(z1)h(z2)

(In & In) f (21, 22) = (Ing)(21)(Tarh) (z2)

gilt. Genau diese Eigenschaft benutzen wir, um Tensorprodukte von Operatoren auf Li(T) zu
bilden. Diese Tensorproduktoperatoren sind dann auf der Menge der trigonometrischen Polynome
T(T?) erklirt.

Definition 2.7 Seien P,Q auf L;(T) erklirte Operatoren. Wir erkliren den Operator P @7 @
auf T(T?) durch

PerQ Z ckhkgeikl'“k?' (z1,22) 1= Z ckhkgP(e““')(:Ul)Q(e“”')(a:g).

k1,k2 k17k2

O

Bemerkung 2.4 Die Bezeichnung ®7 soll andeuten, dass dieses Tensorprodukt im Gegensatz zu
dem in Definition 2.2 erklirten Tensorprodukt nur auf den trigonometrischen Polynomen (auf T?)
erklirt ist. Wegen Lemma 2.1 gilt aber fiir Interpolationsoperatoren

(In @ In)(t) = (In @7 In)(2). (2.4.9)

fiir jedes trigonometrische Polynom ¢ € T(T?). Hier wird N, M € N, zugelassen. Wir setzen wieder
Iy := I, wobei I die identische Abbildung bezeichnet. O

Mehr Wissen tiber die Operatoren P, () fiihrt zu dem folgenden Satz
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Satz 2.2 Sei 1 < p < oo, r > 0und P,Q : B ,(T) = L,(T) beschrénkte lineare Operatoren.
Dann gilt mit h € T(T?)

(P &7 QB Ly (T < P2 BL,(T) = Ly(T) |- 1Q : By, (T) — Ly(T)| - 1A, BT2)]| (2.4.10)
Beweis Das trigonometrische Polynom h besitze die Darstellung;:
h — chk i eik1x1+ik2x2
1,Rk2 ‘
k1 ko

Wir betrachten zuerst die Situation 1 < p < oo. Damit gilt:

p 1/p
I(P @ @)hIL,(1)] / [ X3 et Q™) ) P ) o) dird
g ki ke
Aufgrund der Linearitéit von P erhélt man
» 1/p
(P QuLy ) = | [P Z(chlm (m) e | (a1)| Ly(T,21)| das
k1 ko

T

Dabei ist die Funktion in den eckigen Klammern (Argument von P) fiir jedes x5 ein trigonome-
trisches Polynom mit den Fourierkoeffizienten

(Z et (m))

und gehort somit zu B} ,(T). An dieser Stelle nutzen wir die Beschrénktheit des Operators P :
B} ,(T) — L,(T) aus und erhalten

1/p
p
(P &r Q)AL (T?)[| < ||P]| Z(chg (e™") (m)) e By (T, a1)| dxs
r Ik \ ke
1/p
= |IP| /Zzwng 21)|Lp(T, z1)||Pdzs , (2.4.11)
T J1= 0

wobei wir
gzg £E1 = th kl (Z ckl,lm kl lkz )( )> eik1z1 (2-4-12)

gesetzt haben. Der Index 2, macht deutlich, dass fiir jedes 25 die Funktion ggcll (+) ein trigonome-
trisches Polynom auf T ist (wie oben). An dieser Stelle geht u.a. die Wahl des Definitionsgebietes
der Operatoren P und @ ein. Es ist jetzt dadurch moglich || - |L, (T, z1)||P wieder als Integral zu
schreiben. Vertauscht man dann noch Reihe und Integral, ergibt sich:

1/p
(24.11) = ||P| ZW”//IQ“ z1)|Pdzdzs
j1=0
1/p
— P 2]17“17 ]1 Pd d
a7 / / o2, () P
j1=0
1/p
= |P| ZQ“”’/Hg (21)| Ly (T, 5)||Pda; (2.4.13)

j1=0
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Bevor wir (2.4.12) wieder in (2.4.13) einsetzen, passen wir (2.4.12) an die L, (T, z3)-Norm an. Wir

erhalten:
gl (1) == Q lZ (Z Vjy (kl)Ckl,kaeik”‘> 6“”'] (22). (2.4.14)

ko k1

Die L,-Norm in (2.4.13) ldsst sich dann aufgrund der Beschrénktheit von @ : By ,(T) — L,(T)
wie folgt nach oben abschétzen:

By, (T)

p,p

g2, (21)| Ly (T, 22) 17

IN

1]l

ik ik
> (Z 03, (1), s’ ) ke
ko k1
(K - (k ik1z1 tkoxa
’1)]2( 2) v]1( 1)ck17k2€ €
ko

k1

p

o0
QP D 27

j2=0

Lp (T, 2132)

Setzen wir diesen Ausdruck in (2.4.13) ein, so vergréssert man nach der Vertauschung von Reihe
und Integral zu

oo o0 ' '
||P|| ' ||Q|| Z Z 21"’(]1+32)><
j1=0 j2=0
// > v (k) (Zvjl(kl)ckl’hemm) pika>
T T | k2 k1
© X 1/p
||P|| . ||Q|| Z Z 2pr(j1+j2)||hj1,j2‘Lp(TZ)Hp
71=072=0

1Pl - 1@l - lInl Sy, B(T)]I.

p,p

(2.4.13)

IN

1/p

p
dxgdxl

Dieser Beweis funktioniert mit den iiblichen Modifikationen natiirlich auch fiir p = oo. Damit ist
der Satz gezeigt. O

2.5 Das Hauptresultat

Dieser Abschnitt dient der Herleitung unseres Hauptresultates, einer Fehlerschranke von

IIf— Brln/4f\Lp('JI‘2||, wobei der Operator By/* aus den speziellen Interpolationsoperatoren I3 mit
A = 1/4 (siehe Abschnitt 1.11) gewonnen wird.

Wir arbeiten vorerst noch mit allgemeinen Interpolationsoperatoren In. Zuerst sind wir an einer
fiir unsere Zwecke giinstigen Darstellung von

f_Bmf: (I®I_Bm)f
interessiert. Es gilt:
m—1
I®QI—B,=I®1— (Lj ® Lyp—j —L;j @ Lyy—j—1) + Ly, ® Lg
=0

J

mit L; = I, fiir j =0, ..., m. Weiter gilt:

[u

m—
(I®Lpmj—I®Ly_j1) = I®Lp—I®Lyp 1+I®Lyp1—--—1I® L
j=0

]-g)LnL_‘]-®.LO
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Damit ist
I®I-By = (I®I—1®Ly)+ (I ®Lo— Ly ® L) (2.5.1)
m—1
+> [(I®Lmj—I@Lmj1) = (Lj®@Lpm_j = Lj ®Lym_j_1)].
=0

Betrachtet man den Operator I ® I — B,,, auf T(T?), kann man mit (2.4.9) ® durch ®7 ersetzen.
Das hat den Vorteil, dass man jetzt Distributivitét zur Verfiigung hat. Es gilt ndmlich:

T R@rTo+T1 Qe T3 =Ty @7 (To+T3) bzw Trh @rTi + T3 @7 T = (Tv + T3) @7 T1.

Diese Tatsache rechnet man leicht nach, indem man aufgrund der Linearitéit die Aussagen mit
t(z) = etkrz1tikaz2 yerifiziert. Der Ubergang zu ®7 ist nétig, da wir ® nur fiir ganz bestimmte
Operatoren erklirt haben. Es ist z.B. nicht klar, was I ® (I — L,,) bedeutet. Damit vereinfacht
sich (2.5.1) auf T(T?) zu

m—1
I®I-Bp=I1&7(I-Lpn)+ I ~Ln)@rLo+ Y (I-L;j) @7 (Lim—j — Lmn—j1)-

j=0

Anders ausgedriickt gilt fiir ein trigonometrisches Polynom h € T(T?) die Gleichheit

h—Bpuh = [I&r (I —Ly)h+ (I~ Ly) @7 Lolh
+mz_:[(f —Lj) @1 (Ln—j = Lin—j—1)]h (2.5.2)

An dieser Stelle wird klar, dass man die Abschétzung des Fehlers |h — By,h|L,(T?)|| zumindest
fiir trigonometrische Polynome mit dem Satz 2.2 und den Ergebnissen des ersten Kapitels bewerk-
stelligen konnte. Wir kommen jetzt zur Formulierung des Hauptergebnisses.

Satz 2.3 Sei 1 <p<o0,1<qg<ooundr > 1/p. Weiter sei B,ln/4 die Folge von Operatoren, die
aus den speziellen Interpolationsoperatoren I3 mit A = 1/4 (Abschnitt 1.11) gebildet wird. Dann
existiert eine Konstante C'(p, q,r), so dass fiir alle h € Sg’qB('JI‘Q)

Ih = BY/AB|L,(T)|| < Cmi~1/92-m7 |n|S7, B(T?)| (2.5.3)
gilt.
1/4

Beweis Sei h € S B(T?). Als erstes ist zu bemerken, dass By h sinnvoll erklirt ist. Wegen
r > 1/p ist h eine stetige Funktion. Fiir r > 1/p weiss man sogar noch mehr. Mit Lemma 2.7 gilt

némlich - .
S NhuslC(T?)] <00 und h=3" Ay

u=0 v=0 u=0 v=0

Aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihe in C(T?), konvergiert diese auch unbedingt. Wir
konnen also die Summationsreihenfolge nach Belieben dndern bzw. die Reihe beliebig zerlegen.
Die Idee dieses Beweise besteht nun darin,

so in Teilstiicke zu zerlegen, dass man die Eigenschaften von B,ln/4 optimal nutzen kann. In Lemma
2.3 wurde bewiesen, dass auf einer Menge von trigonometrischen Polynomen mit Frequenzen in
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einem hyperbolischen Kreuz B)\t = t gilt. Fiir A\ = 1/4 ist dieses hyperbolische Kreuz gegeben
durch

Kpi={(l1,l5) € Z*: 3¢ € {0,...,m}, so dass |I;] < 2°72 und |lo] < 2™ 72},
Wir schrianken diese Menge der Einfachheit halber weiter ein. Es sei
Kl :={(li,ls) € Z*:34,n € Ny, mit £+n =m —4und |l;| < 2%, |Io] < 2"}.

Damit ist klar, dass K|, C K, gilt. Brln/4 lasst also trigonometrische Polynome mit Frequenzen
aus K/ invariant. Wir iiberlegen als niichstes, fiir welche u,v € Ny

By € TEm
gilt. Aus der Definition der h, , weiss man, dass
Chiho(huw) 20 = |ki| <2%T" und |ko| < 2°H! (2.5.4)
gilt. Damit hat man
u+l+v+1<m-4 = hy, €T’ = BY*hy,=hu,.

Sei ab jetzt m > 6. Dann definieren wir

hl = Z huﬂ,

u+v<m—6

und sichern damit Brln/4h1 = hy. In der folgenden Abbildung ist die komplette Zerlegung von h
angedeutet. Es sind die Bereiche {(u,v)} graphisch dargestellt, aus denen man die Funktionen
ha, h3, hy und hs mittels der trigonometrischen Polynome h,, , gewinnt.

m—6 e

hy

hoi=" Y hyy= >, > hyy| und

m—6 00 00 m—>5 e 00
hs = Z Z hu7v hy = Z Z huﬂ, , hs:= Z Z
u=0 v=m—5 u=m—>5 v=0 u=m—5v=m-—>5
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Offensichtlich ist A = hy + ... + hs. Wir weisen nochmal daraufhin, dass die Funktionen h;, i = 1..5
aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihe stetig sind. Wir kénnen also B;{4hi, 1 = 1..5 bilden.
Angesichts dieser Zerlegung kénnen wir folgendermassen abschitzen:

5
|Ih = By/*h|L,(T?)|| < > b = BY*hil L (T?)|
i=1
5
= > ki = By hil Ly(T?)]]. (2.5.5)

(BY hi=h1) 5

Um ||h; — B,1n/4hi\Lp(T2)|| abzuschitzen, vereinfachen wir zuerst
||hu,v - Brln/4hu’v|Lp(T2)||-

Sei also u,v € Ny. Wir lassen im folgenden das L,(T?) in der Norm aus Platzgriinden weg. Es
geht aus dem Kontext hervor, welche Normen Operatornormen und welche L,(T?)-Normen sind.
Wir erhalten mit (2.5.2)

||hu’v - Brln/4hu,v‘Lp(T2)” < ||[I T (I - Lm)]hu,vH + ||[(I - Lm) T LO]hu,vH

+ mz_ (I = Lj) @7 (Lm—j — Ln—j—1)lhuv| - (2.5.6)
j=0

Jetzt greifen wir auf Lemma 1.23 aus Kapitel 1 zuriick. Aufgrund der Definition des ®7- Tensor-
produktes verschwindet (I — L;) &1 (Lm—j — Lym—j—1)]huy,p, wenn 2¢T1 < 27 .1/4 = 272 oder
wenn 2Vt < 2m=i=l.1/4 = 2m=i=3 (siche (2.5.4)) gilt. Ist also

j>u+3 oder j<m-v-—4

Y

dann haben wir
([ — Lj) QT (Lm_j — Lm—j—l)huﬂ) =0.

Also ist

m— min(u+2,m—1)
(I =Lj) @1 (Lm—j = Ln—j-Dlhuw = Y, [(I=L;) @1 (Lm—j = Lin—j— 1)l .
=0

max(0,m—v—3)

—_

J

An dieser Stelle wenden wir Satz 2.2 an. Wir betrachten alle vorkommenden Operatoren als Ope-
ratoren von B)° (T) — L,(T) fiir ein 1/p < 7o < 7. Wegen B}°,(T) < B}’ (T), wissen wir mit
den Ergebnissen aus Kapitel 1 fiir alle u € N

[ — Ly : By, (T) — Ly(T)|| < C274™.
Das ergibt dann folgendes:

||[I QT (I - Lm)]hu,vH

2
LN - 1T = Lon]| - [1ra,0]Sp% B(T7)]

<
< o270 By | S50, BT (2.5.7)

In die letzte Ungleichung geht noch die Tatsache ein, dass aufgrund von B9, (T) < L,(T) der
Operator I : B]9,(T) — L,(T) beschrénkt ist. Analog ist

||[(I - Lm) T LO]hu,vH S 032_mro||hu7v|S;?pB(T2)H (2-5-8)
Hier geht die Beschrénktheit von Lo : B} (T) — L,(T) ein. Es gilt nimlich:

| Lol < [[Lo —= I + [I1]].
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Schliesslich ist

(I = Lj) @7 (Lm—j — Ln—j—1)]hupll < |[(I = Lj) @1 (Lin—j — Dhu ol
(I = Lj) @7 (I = Lin—j—1)huyll
< CP27M0 | ha | Sp0, B(T)|| + C?27 (D70 By, | S50, B(T?)|

= C427"|hy,| S50, B(T?)]|. (2.5.9)
Setzt man alles in (2.5.6) ein, so gilt:

min(u+2,m—1)
o = B! b | Ly (T?)]| < 27™70|hy [ S50 B(T?)|| | Ca + C5 + Cy Z 1

max(0,m—v—3)

—-mr T 2
Cs27™"0 | By ] Sp% B(T)| - M (u, v, m), (2.5.10)

IN

wobei
M(u,v,m) := (2 4+ (min(u + 2,m — 1) — max(0,m —v — 3))4)

und ay := max(a,0) fiir @ € R ist. In dieser Darstellung stort jetzt noch ||hy,.]S;0,B(T?)||. Da
sich die Frequenzen von h, , um (2%,2") befinden (siche Definition), stellt man folgendes fest:

ol S, BRI = 30 2700552 (), 5 L (TP

[51—u|<1 5
liz—vl<1 <e|lbu,v|Lp(T?)|P

mit der iiblichen Modifikation fiir p = co. Dabei ist die Anzahl der Summanden immer < 9 und
(j1, j2) liegt ,in der Nihe” von (u,v). Man erhiilt also

[ ra,0| S5, B(T?)|| < €270+ ||y o | Ly (T2)]]. (2.5.11)
Damit schitzt man (2.5.10) weiter ab und erhilt:
Nhaw = B oy | Ly (T?)]] < Ce270 0= || By, | Ly (T2)|| - M (u, v, m). (2.5.12)

Jetzt sind alle Hilfsmittel bereitgestellt, um ||h; — B,ln/4hi|Lp(T2)||, i = 2,...,5 abzuschitzen. Es
gilt:

lhe = B *ha| Ly(T?)]| - < 1o = By *huo | Lp(T?)|

m
< Gy 2700 =) (4 v 7 — ) [ | L (T2)] -
(2.5.12)

Die letzte Ungleichung gilt, weil min(u + 2,m — 1) = u + 2 wegen u + 2 < m — 6 und max(0,m —
v—3)=m—v—3 wegen v <m — 6. Damit ist M(u,v,m) =2+ (u+v+5—m)y). Weiter ist
klar, dass u + v > m — 5 gilt. Und das zieht M (u,v,m) = u + v + 7 — m nach sich. Wir ergénzen
in der Doppelsumme den Faktor

2—r(u+v)2r(u+v)
und man erhélt damit:

m—6 m—6
b = By *ho| Ly(T?)]| < Ca27™ Y > U (4 v 4+ 7 - m) x

u=1 v=m—5—

20 By | Ly (T2)]]) (2.5.13)

Jetzt sind wir an der Stelle angelangt, an der der Term m'~'/9 in der Fehlerordnung zustande-
kommt. Nimmt man also die Funktion h aus einem ,kleineren” Raum S;,qB(']IQ), so verbessert
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sich die Fehlerordnung. Es wichst ja bekanntlich S] ,B(T) mit dem Index g bei festgehaltenen
r,p > 0. Sei vorerst 1 < g < oc. Wir nutzen jetzt die Holdersche Ungleichung fiir Reihen, um
(2.5.13) weiter zu vergrossern. Es gelte 1/¢ + 1/¢' = 1. Dann folgt:

m—6 m—6 /4
I|ha — Brln/4h2‘Lp(T2)” < Qg2 <Z Z 9(utv)(ro—r)q’ (u+v+7— m)a') >

u=1 v=m—-5—u
m—6 m—6 /4
(Z > 2(“*“>W||hu,m<w>||q>
u=1 v=m—-5—u

Wir betrachten zunéchst die erste Doppelsumme: Mit der Indextransformation f =u+v+7—m
kann man folgendermassen vereinfachen:

m—6 u+1 1/q'
2770 (... )1/q’ — 9—mro <Z Z 2(m+l—7)(ro—r)q’gql>

u=1 (=2

m—6 u+1 1/q,
g—mr (Z Z 2((7)(r0r)q'£q'>

u=1 (=2
1/q

m—=6

g—mr Z i2(177)(r077’)q'€q'

u=1 (=2

IN
( ~

v

Scz“’q)
< 27 (m—6)Y9 = 27" (m —6) 1/

Die innere Reihe konvergiert aufgrund von r¢ < r. Damit gilt:

lIh = By * ha| Ly (T?) |

IN

m—6 m-—6 Ha
S (Z 3 2<u+v>W||hu7v|Lp(T2)||q>

u=1 v=m—-5—u

N v

—Na.q(h)
= C727™"m!"YIN, ,(h). (2.5.14)

Die Bezeichnung N, ,(h) steht fiir die ¢,(L,)-Norm der Funktionenfolge (hy, y)u,v, die ho erzeugt.
Analog verwenden wir spéter N3 ,(h),.., N5 4(h). Im Falle ¢ = co benutzt man nicht die Holder-
sche Ungleichung, sondern zieht das Supremum aus der Summe (2.5.13) raus (siehe nachfolgende
Betrachtung). in (2.5.14) wird dann m'~'/9 zu m und Ny ,(h) zu Na o (h). Man sieht also, dass
man den Fall ¢ = oo schreibweisentechnisch in (2.5.14) eingemeinden kann. Als néichstes behandeln
wir ||hg — B}.,{4h3|Lp('JI‘2)||. Diese Beweistechnik funktioniert auch ganz analog bei hy und hs. Es
gilt also:

m—6 oo
lhs = BY*ha| L (T < Cs 3 37 2002 M (a0, m) [ | Ly (T2)) -

u=0 v=m—>5

Hier sieht man sehr schnell, dass M(u,v,m) < u + 4 gilt. Ergénzt man wieder den Faktor
or(utv)g=r(utv) go ergibt sich:
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Ihs = By bl Ly(T)| < G (P 270 Lp(TQ)II) x
v=m—5...00
m—6 oo
9= mo > 20eroTr(y 4 4)
u=0 v=m—5

= Ce( sup 2T(“+”)|lhu,va(T2)ll) x

N v

=:N3, o (h)
m—6 00
2mr022ur0ru+4 ZQUTOT
\u70 v:m 5
<er(r) <ea(r )2’"(’“0 ")
< Cs2™ ™" N3, (h)
< 042 "Ny, (h) (2.5.15)
(lg—loo)

Wie schon gesagt, folgt analoges auch fiir hy und hs. Fiigt man jetzt (2.5.14) und (2.5.15) zusam-
men, so erhilt man insgesamt mit (2.5.5):

Ih = BY*hILy(T?)| < Crom' /927" (Nag (h) + Nag () + Nuq(h) + Ns (b))
< Crom! 927 (N g (h) + Nayg(h) + Nag(h) + Nug(h) + Nag(h)).

A

Im Falle ¢ = oo ist
Nio0(h) + Na,oo(h) + Na oo (h) + Nuoo (h) + Ns oo (h) < cl|h]S; o B(T?)|
sofort klar. Im Falle 1 < g < oo folgt:
Ih = BR*BILy(T*)||” < [Crom! =927 ™" (N1 4(h) + Nayg(h) + Nag(h) + Nag(h) + N 4(h))]*
< [Cmml 1/q9- mre
5q(zvl7q(h) + N2,q( )q + N3 q( )q + N4,q(h)q + N57q(h)q) :

v

=Hh\S;,qB(Tf2)H‘1
Das hat letztendlich
Ih = BYARIL,(T?)|| < Cym' /927" |07 B(T?))| (2.5.16)
zur Folge. Diesen Betrachtungen liegt die Voraussetzung m > 6 zugrunde. Im Falle m < 6 geht

man folgendermassen vor:

||h_Brln/4h‘Lp(T2)” < Zznhuw _Brln/4hu’v‘Lp(T2)”
u=0v=0

(2.5.7) - (2.5.9), (2.5.11) < Cm2mro Z Z 2(“+”)T°||hu7v|Lp(’I[‘2)||

u=0v=0

00 0

< C'mo—mro SupQr u+v) ||huv‘L rI[«Q HZZQ u+v)(ro—r)
u=0 v=0

<c
< Com2 |[h|SE  B(T2)|| < oo
< CallniS;, B(T?)|
(m<6)
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Mit einer geeigneten Konstanten gilt (2.5.16) also auch fiir m < 6 und damit fiir alle m. d

2.6 Abschliessende Bemerkung

Im letzten Abschnitt wurde fiir h € S;  B(T?) mit r > 1/p
I — BY*HIL, ()| < C2="m=1/a]|n[5, B(T?)| (26.1)

71n/ * unter einem anderen Gesichtspunkt, so stellt man fest,

gezeigt. Betrachtet man den Operator B
dass durch B,ln/4 ein Approximationsprozess der folgenden Art erklirt ist:

Sei {&1,.., €mm)} C T? die Menge der Punkte, an denen Brln/4 Funktionswerte seines Argumentes
benotigt. Man nennt diese Punkte auch ”sampling points”. Dann l&sst sich B,1n/4h auch schreiben
als:

M(m)
By h(zy,x2) = Y h(&) Ve, (21, 2),
Jj=1

wobei die Funktionen W¢, (21, 22) trigonometrische Polynome unabhéngig von A sind. Durch den
Index §; wird ihre Abhéngigkeit von {&1,...,&n(m)} deutlich gemacht. Wir wollen nun (2.6.1)
in Abhéngigkeit von M (m) ausdriicken. In Bemerkung 2.2 wurde festgestellt, dass M (m) die
Grossenordnung m2™ besitzt. Damit hat man log M (m) ~ m. Somit gilt:
27mrm171/q — 27mrm7rmrm171/q
— (m2m)7rmr+1fl/q

~  M(m)~"log(M(m))"+'=1/a. (2.6.2)
Sei F' die Einheitskugel in S}  B(T?). Dann hat man mit (2.6.2)

sup [[h — BY/*h|L,(T%)]| < CM (m) " (log M(m))™** /7. (2.6.3)
heF

Die Fragestellung, die dabei aufkommt, ist folgende: Wie gut kann man bei festgehaltener An-
zahl von sampling points die Menge F' auf diese Weise approximieren? Wir nehmen dabei den
allgemeineren Fall, dass die Funktionen W, beliebige L,(T?)-Funktionen sein konnen. Der Frei-
heitsgrad besteht darin, die Anordnung der sampling points und der dazugehorigen Funktionen
U, zu wéhlen. Als Mass der Giite der Approximation betrachten wir die Grosse

M
oy = inf inf  sup ||h— ) h(&)We;| Ly(T”
M (e e} Ve o heg ]2 (fj) &5 p( )
Mit (2.6.3) konnen wir diese Frage schon teilweise beantworten. Es gilt ndmlich

on < CoM ™" (log M) +1-1/a, (2.6.4)

Es bleibt die Frage, ob es eine Anordnung von sampling points mit zugehorigen Funktionen W,
gibt, so dass man in (2.6.4) eine bessere Fehlerordnung erzielen kann.
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