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EinleitungDie vorliegende Arbeit behandelt spezielle Approximationsprobleme der Fourier Analysis. Es wer-den Interpolationsverfahren zur Approximation von Funktionen aus periodishen R�aumen auf demein- und zweidimensionalen Torus betrahtet. Das Hauptaugenmerk liegt dabei im eindimensiona-len Fall auf den periodishen Nikolskij-Besov-R�aumen Bsp;q(T) sowie im zweidimensionalen Fallauf den periodishen Nikolskij-Besov-R�aumen mit dominierender gemishter Glattheit Srp;qB(T2).Im Zuge der Approximation werden von der Funktion nur Funktionswerte auf einem diskretenGitter ben�otigt. Ziel der Arbeit war es, die G�ute einer solhen Approximation abzush�atzen. AlsMa� daf�ur dient der Approximationsfehler in der Lp-Norm in Abh�angigkeit von der Gittergr�osse.In Kapitel 1 wird ein Verallgemeinerungsprinzip der klassishen trigonometrishen Interpolationauf dem �aquidistanten Gitter angegeben und betrahtet. Dieses Prinzip bringt die periodishede la Vall�ee Poussin-Interpolation hervor. Auf dieser Basis wird in Kapitel 2 durh spezielleTensorproduktbildung ein Interpolationsverfahren f�ur den zweidimensionalen Fall konstruiert. DieKonstruktion desselben geht dabei auf Smolyak zur�uk. Man stellt fest, dass dieses Verfahren weitweniger Information �uber die Funktion ben�otigt, als ein Verfahren, das die Idee aus dem Eindi-mensionalen direkt (mittels Tensorproduktbildung) ins Zweidimensionale �ubertr�agt. Man sprihtdeswegen von Interpolation auf shwah besetzten Gittern. Aufgrund der engen Verwandtshaftder beiden angegebenen periodishen Funktionenraumskalen ist mit den Ergebnissen des erstenKapitels eine Aussage �uber den Lp-Approximationsfehler dieses Verfahrens f�ur Funktionen ausSrp;qB(T2) m�oglih. Diese Aussage bildet das Hauptresultat der Arbeit.
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Kapitel 1Periodishe Interpolation auf T1.1 VorbetrahtungenWir bezeihnen mit N die nat�urlihen Zahlen (ohne Null) bzw. mit N0 die nat�urlihen Zahleninklusive Null. Mit Z meinen wir die ganzen Zahlen und es wird Zn = Z� :::�Z| {z }n mal f�ur ein n 2 Ngesetzt. R bezeihnet die Menge der reellen Zahlen und analog ist Rn = R � ::: � R. Die Mengeder komplexen Zahlen wird mit C bezeihnet und man verwendet analog C n = C � ::: � C . Essei T = [0; 2�℄ � R der 1-Torus, wobei gegen�uberliegende Punkte identi�ziert werden. Das heisstx; y 2 R werden genau dann identi�ziert, wenn x � y = 2�k mit k 2 Z gilt. Spriht man voneiner Funktion f : T ! C , so meint man eine 2� - periodishe Funktion f : R ! C , d.h. f�ur allex 2 R ist f(x) = f(x + 2�) . Analog ist Tn = [0; 2�℄n � Rn der n-Torus. Hier identi�ziert manx = (x1; :::; xn); y = (y1; :::; yn) 2 Rn genau dann, wenn x�y = 2�k f�ur k 2 Zn gilt. Eine Funktionf : Tn ! C stellt dann eine Funktion f : Rn ! C dar, die in jeder Komponente 2�-periodish ist.Weiter werden folgende Festlegungen getro�en:De�nition 1.1(i) Sei 1 � p �1. Wir setzen:Lp(T) :=8><>:f : T! C Lebesgue-messbar : kf jLp(T)k = 0�ZT jf(x)jpdx1A1=p <19>=>; :Im Falle p =1 ersetzt man das Integral durh das wesentlihe Supremum:kf jL1(T)k := inf fr 2 R : fx 2 T : jf(x)j > rg ist Lebesgue-Nullmenge g :(ii) Sei N 2 N0 . Dann setzen wir:TN := 8<:Xk�N �keikx : �k 2 C9=; (trigonometrishe Polynome der Ordnung � N):(iii) Seien f 2 L1(T), k 2 Z; N 2 N0 . Dann setzen wir:k(f) := 12� ZT f(x)e�ikxdx (k-ter FourierkoeÆzient von f); (1.1.1)SNf(x) := Xjkj�N k(f)eikx (Fourierpartialsumme von f , Ordnung N): (1.1.2)



1.2 Die Fouriertransformation 5(iv) C(T) bezeihnet den Raum der stetigen Funktionen f : T! C . Dieser Raum ist zusammenmit der Norm kf jC(T)k = supx2Tjf(x)jein Banahraum.(v) A(T) sei der Raum der L1(T)-Funktionen mit absolut summierbaren FourierkoeÆzienten,genannt Wieneralgebra, d.h.:A(T) := (f 2 L1(T) : kf jA(T)k := 1Xk=�1 jk(f)j <1) :Das Paar (A(T); k � jA(T)k) ist ein Banahraum. Man kann zeigen, dass f 2 A(T) stetig ist(mit Interpretation) und f =C(T)Xk2Zk(f)eik�gilt. Damit erh�alt man sofort die EinbettungA(T) ,! C(T):(vi) Sei 0 < q �1. Wir setzen:`q :=8><>:(aj)j : k(aj)j j`qk = 0� 1Xj=0 jaj jq1A1=q <19>=>; :Im Falle q = 1 ersetzt man die Reihe druh supj=0;1;::: jaj j. Das Paar (`q; k � j`qk) ist einQuasi-Banahraum (siehe Abshnitt 1.6) und f�ur q � 1 ein Banahraum.1.2 Die FouriertransformationDe�nition 1.2 Sei n 2 N.(i) Sei 
 � Rn Borel-messbar und 1 � p � 1. Wir setzen:Lp(
) := 8><>:f : 
! C : kf jLp(
)k = 0�Z
 jf(x)jp dx1A1=p <19>=>; (1.2.1)mit der �ublihen Modi�kation im Falle p =1 (siehe Lp(T)).(ii) Sei 
 � Rn o�en und zusammenh�angend. Dann setzen wirC(
) := ff : 
! C : f gleihm�assig stetig und beshr�ankt auf 
g (1.2.2)und(iii) C10 (
) := ff : 
! C : f beliebig oft di�erenzierbar und suppf kompakt in 
g ; (1.2.3)wobei mit suppf := fx 2 Rn : f(x) 6= 0gder Tr�ager von f gemeint ist.



1.2 Die Fouriertransformation 6Lemma 1.1 Der Raum C10 (
) liegt diht im Raum Lp(
) mit 1 � p <1.Beweis Siehe dazu [Tr1℄.Lemma 1.2 Sei l 2 N0 und seiFl := (f =Xk2��k�[� 12 ; 12 ℄n(2lx� k) : ak 2 C ; � � Zn endlih) � L1(Rn ):Dann gilt: C10 (Rn ) � l 1[l=0Fl! ;wobei der Abshluss im L1(Rn ) zu bilden ist.Beweis Einen Beweis �ndet man in [Si1℄.Bemerkung 1.1 Die Funktionen in Fl haben(i) kompakten Tr�ager und(ii) bestehen aus S�aulen in den Gitterpunkten 2�lk, k 2 �f . Die S�aulen haben Seitenl�ange 2�lund H�ohe ak. Der Punkt 2�lk bildet den Mittelpunkt der S�aule.De�nition 1.3 (Fouriertransformation/inverse Fouriertransformation)F�ur f 2 L1(Rn ) ist die Fouriertransformierte Ff de�niert als:Ff(�) := (2�)�n2 ZRn f(x)e�ix�dx (1.2.4)f�ur � 2 Rn und mit x� = nPi=1 xi�i. Unter denselben Voraussetzungen ist die inverse Fouriertrans-formierte F�1f erkl�art als: F�1f(�) := (2�)�n2 ZRn f(x)eix�dx (1.2.5)Bemerkung 1.2 Die Funktion g(x) = f(x)e�ix� geh�ort wegen jg(x)j = jf(x)j f�ur alle x 2 Rn zuL1(Rn ). Damit maht die letzte De�nition Sinn.Lemma 1.3 (Eigenshaften der Fouriertransformation) Die Fouriertransformation hat folgendeEigenshaften:(i) F�ur alle f; g 2 L1(Rn ) unf f�ur alle �; � 2 C gilt:F(�f + �g) = �Ff + �Fg: (1.2.6)Das heisst: F ist ein linearer Operator.(ii) Sei h 2 Rn . Dann gilt f�ur die Fouriertransformierte von f(� � h):F(f(� � h))(�) = Ff(�)e�ih�: (1.2.7)(iii) Sei wieder h 2 Rn . Dann gilt f�ur die Fouriertransformierte von eih�f(�):F(eih�f(�))(�) = (Ff)(� � h) (1.2.8)



1.2 Die Fouriertransformation 7(iv) Sei a > 0. Dann gilt: anF(f(a�))(�) = (Ff)� �a� (1.2.9)Beweis (i),...,(iv) veri�ziert man durh einfahes Nahrehnen unter Benutzung von (1.2.4).Beispiel 1.1(i) Ih betrahte im Folgenden die Fouriertransformierte von �[�1=2;1=2℄(x) = � 1 : x 2 [� 12 ; 12 ℄0 : sonst :F�[�1=2;1=2℄n(�)(�) = (2�)�n2 ZRn e�ix��[�1=2;1=2℄n(x) dx= (2�)�n2 Z[ 12 ; 12 ℄n e�ix� dx= (2�)�n2 nYj=0 12Z� 12 e�ixj�jdxj : (1.2.10)Jetzt gilt: 12Z� 12 e�ixj�jdxj = 8<: 1 : �j = 0e�ixj�j�i�j ���1=2�1=2 : �j 6= 0 = sin(�j=2)�j=2 ;wobei sin(0)0 := 1gesetzt wird. Das ist nihts weiter als die stetige Fortsetzung von � 7! sin(�)� .Insgesamt gilt also: F�[�1=2;1=2℄n(�)(�) = (2�)�n2 nYj=1 sin(�j=2)�j=2 :Man sieht hier zwei Dinge:(a) F�[�1=2;1=2℄n(�)(�) ist unendlih oft di�erenzierbar und(b) F�[�1=2;1=2℄n(�)(�) ����!j�j!1 0.(ii) Sei � 2 L1(Rn ), � � Zn eine endlihe Menge und h > 0. Wir betrahten die Funktion:f(x) :=Xk2��k��xh � k� ; mit �k 2 C :Die Fouriertransformierte von f berehnet sih nun zu:Ff(�) = F  Xk2��k�� �h � k�! (�)(Lemma 1.3, (i)) = Xk2��kF ��� 1h (� � kh)�� (�)(Lemma 1.3, (ii)) = Xk2��ke�ihk�F ��� �h�� (�)(Lemma 1.3, (iv)) = "Xk2��ke�ihk�hn#F�(h�):



1.2 Die Fouriertransformation 8Satz 1.1 (Riemann-Lebesgue) Sei f 2 L1(Rn ). Dann ist Ff 2 C(Rn ) und:limj�j!1Ff(�) = 0 (1.2.11)Beweis Shritt 1:Im Folgenden wird die gleihm�assige Stetigkeit von Ff(�) gezeigt:jFf(� + �)�Ff(�)j � (2�)�n2 ZRn je�i�x � 1jje�ix�jjf(x)jdx= (2�)n2 ZRn je�i�x � 1jjf(x)jdxSei " > 0. Wegen f 2 L1(Rn ) existiert ein N > 0 mit Rjxj>N jf(x)jdx < "4 . Weiter ist:Zjxj�N je�i�x � 1jjf(x)jdx � "2kf jL1(Rn )k Zjxj�N jf(x)jdx � "2f�ur j�j < Æ(";N) mit:supjxj�N j1� e�i�xj < "2kf jL1(Rn )k : (Stetigkeit in � = 0 )Damit folgt insgesamt f�ur j�j < Æ("):ZRn je�i�x � 1jjf(x)jdx = Zjxj�N je�i�x � 1jjf(x)jdx| {z }� "2 + Zjxj>N je�i�x � 1j| {z }�2 jf(x)jdx� "2 + 2 Zjxj>N jf(x)jdx� ":Damit folgt, dass Ff(�) gleihm�assig stetig ist auf Rn .Shritt 2:Als erstes ist festzuhalten, dassjFf(�)j � (2�)�n2 ZRn je�ix�jjf(x)jdx � ZRn jf(x)jdx = kf jL1(Rn )k (1.2.12)gilt. Sei " > 0. Zu zeigen ist: Es existiert ein N > 0 mit: 8 j�j > N ist jFf(�)j < ".Aus Lemma 1.1 folgt: 9 g 2 C10 (Rn ) mit kf � gjL1(Rn )k < "4 . Mit Lemma 1.2 folgt weiter9 l 2 N 9h 2 Fl mit kg � hjL1(Rn )k < "4 . Damit folgt:kf � hjL1(Rn )k � kf � gjL1(Rn )k+ kg � hjL1(Rn )k < "2 : (1.2.13)Damit erh�alt man folgendes: jFf(�)j = jF(f � h)(�) +Fh(�)j� jF(f � h)(�)j+ jFh(�)j(1.2.12) � kf � hjL1(Rn )k| {z }"2 +jFh(�)j: (1.2.14)



1.3 Ein Multiplikatoren-Theorem 9Mit Beispiel 1.1 gilt dann:Fh(�) = "Xk2��ke�ik2�l�2�ln#F�[�1=2;1=2℄n(2�l�)= "Xk2��ke�ik2�l�2�ln#  nYj=0 sin(2�l�1�j)2�l�1�j ! 0 f�ur j�j ! 1: (1.2.15)Sei jetzt N > 0 so, dass jFh(�)j < "2 f�ur j�j > N , dann gilt mit (1.2.14) und (1.2.15):jFf(�)j < " ; f�ur j�j > N:1.3 Ein Multiplikatoren-TheoremWir stellen hier ein sehr n�utzlihes Resultat bereit. Es geht um die Lp(T)-Norm eines trigonometri-shen Polynoms, dessen FourierkoeÆzienten mittels einer Gewihtsfunktion aus einer bestimmtenFunktionenklasse ver�andert wurden.Lemma 1.4 Sei M 2 L1(R) mit F�1M 2 L1(R). Dann gilt:F(F�1M) =M: (1.3.1)Diese Indentit�at ist vorerst in L1(R) zu verstehen.Beweis Einen Beweis dieser Tatsahe �ndet man implizit in [Tr1℄.Wie man im Lemma sieht, verh�alt sih der Operator F�1 in einem gewissen Sinne als Umkehr-operator von F . Nah Satz 1.1 folgt sofort aus M 2 L1(R) und F�1M 2 L1(R), dass M einestetige Funktion sein muss, die im Unendlihen vershwindet. Also kann man obige Gleihheitauh punktweise verstehen.Lemma 1.5 (Faltungslemma) Sei g 2 L1(R) und h 2 L1(T). Dann existiert die Funktiong � h(x) := ZR g(y) � h(x� y)dy (1.3.2)als L1(T)-Funktion.Beweis Sei w(x; y) : T � R ! C mit w(x; y) := g(y)h(x � y). Wir untersuhen die Existenz desIntegrals ZT ZR jg(y)jh(x� y)jdydx:Mit dem Satz von Fubini gilt:ZT ZR jg(y)jh(x� y)jdydx = ZR ZT jg(y)jh(x� y)jdxdy= ZR jg(y)j ZT jh(x� y)jdxdy(Periodizit�at von h) = ZR jg(y)j ZT jh(x)jdxdy= ZR jg(y)jdy ZT jh(x)jdx< 1:



1.3 Ein Multiplikatoren-Theorem 10w(x; y) ist also Lebesgue-integrierbar und mit dem Satz von Fubini folgt weiter, dass dann auhw(x; �) f�ur fast alle x 2 T integrierbar ist. Damit maht (1.3.2) Sinn. Aus obiger Rehnung folgtshliesslih, dass g � h 2 L1(T) ist.Lemma 1.6 Sei M 2 L1(R) eine Funktion mit F�1M 2 L1(R) (d.h. insbesondere M 2 C(R)).Sei weiter f(x) =L1(T) Pk2Zkeikx eine L1(T)-Funktion. Dann existiert Pk2ZM(k)keikx in L1(T) undXk2ZM(k)keikx = (2�)�1=2 ZR (F�1M)(y)f(x� y)dy: (1.3.3)Beweis Das Lemma 1.5 stellt siher, dass die rehte Seite von (1.3.3) als L1(T)-Funktion existiert.Nah Voraussetzung gilt:(2�)�1=2 ZR (F�1M)(y)f(x� y)dy = (2�)�1=2 ZR (F�1M)(y)Xk2Zkeik(x�y)dyIh zeige als n�ahstes, dass (2�)�1=2Xk2ZZR (F�1M)(y)keik(x�y)dyim L1(T)-Sinne existiert und(2�)�1=2Xk2ZZR (F�1M)(y)keik(x�y)dy = (2�)�1=2 ZR (F�1M)(y)Xk2Zkeik(x�y)dy (1.3.4)gilt. Wir zeigen dieses Resultat als Folgerung der allgemeinen Aussage:Seien g 2 L1(R), fk 2 L1(T) f�ur k 2 Z und existiere Pk2Zfk(x) in L1(T). Dann existiert auhx 7! Pk2ZRR g(y)fk(x� y)dy in L1(T) und es giltXk2ZZR g(y)fk(x� y)dy = ZR g(y)Xk2Zfk(x � y)dy:Beweis dazu: Seien M;N 2 N. Es gilt:ZR f(y)Xk2Zfk(x� y)dy � NXk=�M ZR f(y)fk(x� y)dy������L1(T)= ZR f(y) Xk2Zn[�M;N ℄fk(x� y)dy������L1(T)= ZT ������ZR f(y) Xk2Zn[�M;N ℄fk(x � y)dy������ dx: (1.3.5)



1.3 Ein Multiplikatoren-Theorem 11Die Anwendung der Dreieksungleihung f�ur Integrale ergibt folgendes:(1:3:5) � ZT ZR jf(y)j ������ Xk2Zn[�M;N ℄fk(x � y)������ dydx= ZR jf(y)j ZT ������ Xk2Zn[�M;N ℄fk(x � y)������ dxdy(Fubini+Periodizit�at) = ZT ������ Xk2Zn[�M;N℄fk(x)������ dx ZR jf(y)jdy| {z }C= C  Xk2Zn[�M;N ℄fk������L1(T) ������!M;N!1 0; (1.3.6)da Pk2Zfk in L1(T) existiert.Damit gilt (1.3.4) und man leitet weiter ab:1p2�Xk2ZZR (F�1M)(y)keik(x�y)dy = Xk2Zk ZR (F�1M)(y)eik(x�y)dy= Xk2Zkeikx 1p2� ZR (F�1M)(y)e�ikydy= Xk2ZkF(F�1M)(k)eikx(Lemma 1.4) = Xk2ZkM(k)eikx �Satz 1.2 Sei � � Z eine endlihe Menge. Die Zahl d� 2 N0 ist gegeben durhd� := maxk;l2� jk � lj > 0: (1.3.7)Sei weiter 1 � p �1. Dann existiert eine Konstante  = (p) > 0, so dass f�ur allet(x) = Pk2� k(t)eikx und f�ur alle M 2W 12 (R) \ L1(R)Xk2�M(k)keikx�����Lp(T) �  kM(d��)jW 12 (R)k � ktjLp(T)k: (1.3.8)gilt.Beweis Dieser Satz ist eine Folgerung aus [STr, Theorem 3.3.4.℄. Man brauht f�ur den Beweisdie Darstellung eines gewihteten trigonometrishen Polynoms als Faltung (Lemma 1.6). Dabeiben�otigt man die L1(R)-Zugeh�origkeit von F�1M . Dies erh�alt man mit [STr, Proposition 1.7.5.℄.Man wendet die Proposition f�ur p = 1 an und erh�alt mit der Tatsahe W 12 (R) ,! B 122;1(R) dieUngleihung kF�1M jL1(R)k � kM jW 12 (R)k:



1.4 Eine Ungleihung 12Bemerkung 1.3 Es tauht der Funktionenraum W 12 (R) auf. F�ur m 2 N wirdWm2 (R) =8><>:f 2 L2(R) : kf jWm2 (R)k := 0� Xj�j�m kD�f jL2(R)k21A 12 <19>=>; (1.3.9)gesetzt. Dabei bedeutet D�' = �j�j'�x�11 � � ��x�nnmit � = (�1; :::; �n) 2 Nn0 und j�j = j�1j+ :::+ j�nj. Es ist D�f in (1.3.9) im Distributionensinnezu verstehen.1.4 Eine UngleihungUnter dieser �Ubershrift wird eine n�utzlihe Ungleihung als Folgerung aus der Jensen-shen Un-gleihung bewiesen.Lemma 1.7 (Jensen-she Ungleihung)Sei 
 eine Borelmenge positiven Masses und � eine auf R konvexe Funktion. Seien weiter � 2 L1(
)eine nihtnegative Funktion mit 0 < k�jL1(
)k <1und u eine messbare Funktion, so dass u(x)�(x); �(u(x))�(x) 2 L1(
) gilt. Dann ist�0�R
 u(x)�(x)dxk�jL1(
)k 1A � R
 �(u(x))�(x)dxk�jL1(
)k :Beweis Eine Beweisskizze �ndet man in [Ku1℄.Daraus ergibt sih die f�ur uns n�utzliheFolgerung 1 Sei 
 = R=T. Sei weiter M 2 L1(
) und f 2 Lp(T) f�ur 1 � p � 1. Dann istx 7! R
 M(y)f(x� y)dy eine Lp(T)-Funktion und es gilt:Z
 M(y)f(x� y)dy������Lp(T; x) � kf jLp(T)kkM jL1(
)k: (1.4.1)Beweis Im Falle p =1 folgt die Ungleihung (1.4.1) sofort.Sei ab jetzt 1 � p <1.Gilt kM jL1(
)k = 0, so vershwindet die Funktion x 7! R
 M(y)f(x� y) fast �uberall auf T wegenZ
 M(y)f(x� y)dy������L1(T; x) = ZT ������Z
 M(y)f(x� y)dy������ dx� ZT Z
 jM(y)f(x� y)jdy dx(Fubini) = Z
 jM(y)j ZT jf(x� y)jdx dy(Periodizit�at von f) = kM jL1(
)k kf jLp(T)k= 0:



1.5 Vershiedene Mittel 13Also vershwindet die linke und die rehte Seite der Ungleihung (1.4.1).Bleibt also noh kM jL1(
)k > 0 zu betrahten. Sei �(t) = tp. Wegen p � 1 ist diese Funktioneine konvexe Funktion auf R. Damit gilt:Z
 M(y)f(x� y)dy������Lp(T; x) = 0�ZT ������Z
 M(y)f(x� y)dy������p dx1A 1p
� 0�ZT ������Z
 jM(y)f(x� y)jdy������p dx1A 1p :Wegen kM jL1(
)k > 0 kann man folgendermassen fortfahren:Z
 M(y)f(x� y)dy������Lp(T; x) � 0BBB�ZT ����R
 jM(y)f(x� y)jdy����p kM jL1(
)kpkM jL1(
)kp dx1CCCA 1p

= kM jL1(
)k0BB�ZT �0BB�����R
 jM(y)f(x� y)jdy����kM jL1(
)k 1CCA dx1CCA 1p :An dieser Stelle wenden wir die Jensen-she Ungleihung mit �(y) = M(y) und u(y) = f(x � y)an. Das ergibt:Z
 M(y)f(x� y)dy������Lp(T; x) � kM jL1(
)k0�ZT Z
 jM(y)j�(jf(x� y)j)kM jL1(
)k dy dx1A 1p :Mit dem Satz von Fubini ergibt sih shliesslih:Z
 M(y)f(x� y)dy������Lp(T; x) � kM jL1(
)k1�1=p0�Z
 jM(y)j ZT jf(x� y)jpdx dy1A 1p(Periodizit�at von f) = kM jL1(
)k kf jLp(T)k:1.5 Vershiedene MittelDe�nition 1.4Die trigonometrishen Polynome DN ; FN ; vN 2 TN mit(a) DN (x) := 12 Xjkj�N eikx = ( sin( 2N+12 x)2 sin x2 : x 6= 2�`N + 12 : x = 2�` ; ` 2 Z; (1.5.1)f�ur N 2 N0 ,(b) FN (x) := 1N + 1 NXj=0Dj(x); (1.5.2)f�ur N 2 N0 und



1.5 Vershiedene Mittel 14() vN (x) :=8>><>>: 1n 2nPj=n+1Dj(x) : N = 2n1n 2n�1Pj=n Dj(x) : N = 2n� 1 ; n 2 N; (1.5.3)f�ur N 2 Nheissen Dirihlet-, Fejer- bzw de la Vall�ee Poussin - Kerne N -ter Ordnung.Bemerkung 1.4 Sei f 2 L1(T). F�ur die oben eingef�uhrte Fourierpartialsumme (siehe (1.1.2))der Ordnung N gilt folgender Zusammenhang:SNf(x) = 1�f �DN (x); (1.5.4)wobei der �-Operator analog zu (1.3.2) gebrauht wird. Der einzige Untershied besteht darin,dass man hier zwei L1(T)-Funktionen faltet, d.h:f �DN (x) = ZT f(t)DN (x� t) dt: (1.5.5)Hierbei wird (1.5.5) Faltungsintegral genannt. Die Aussage sihert u.a., dass f�ur eine Funktionf 2 L1(T) die Funktion f �DN (�) immer ein trigonometrishes Polynom der Ordnung N ist.Beweis Mit der De�nition von SNf folgt:SNf(x) = Xjkj�N k(f)eikx= Xjkj�N0� 12� ZT f(t)e�ikt dt1A eikx= Xjkj�N 12� ZT f(t)eik(x�t) dt= 1� ZT f(t) 12 Xjkj�N eik(x�t)| {z }DN (x�t) dt:De�nition 1.5 Die Operatoren �N , f�ur N 2 N0 und VN : L1(T) 7! TN , f�ur N 2 N sind folgen-dermassen erkl�art:�Nf(x) := 1�f � FN (x) = 1� ZT f(t)FN (x� t) dt und (1.5.6)VNf(x) := 1�f � vN (x) = 1� ZT f(t)vN (x� t) dt ; f�ur x 2 T: (1.5.7)Aus der Bemerkung 1.4 und der De�nition 1.4 folgt, dass �Nf; VNf 2 TN f�ur f 2 L1(T). Mannennt VNf bzw. �Nf De La Vall�ee Poussin- bzw. Fejer - Mittel von f .Die folgenden Betrahtungen dienen dazu, die f�ur uns n�utzlihen Eigenshaften der de la Vall�eePoussin-Mittel zusammenzufassen. Beweistehnish beshr�anken wir uns auf V2N�1. F�ur V2N gel-ten nat�urlih analoge Tatsahen.Lemma 1.8 Sei N 2 N und f 2 L1(T). Dann gelten die folgenden Beziehungen:



1.5 Vershiedene Mittel 15(i) ZT jFN (x)j dx = 1 ; (1.5.8)(ii) v2N�1 = 2F2N�1(x) � FN�1(x) = (1 + 2 os(Nx))FN�1(x) ; (1.5.9)(iii) k(�Nf) = �1� jkjN + 1� k(f) und (1.5.10)k(V2N�1f) = v� jkjN � k(f) (1.5.11)mit: v(t) := 8<: 1 : 0 � t � 12� t : 1 < t � 20 : t > 2 :Das bedeutet insbesondere f�ur f 2 TN : V2N�1f = f (1.5.12)Beweis Einen Beweis �ndet man in [Si1℄.Wegen Lp(T) ,! L1(T) (Beweis mittels H�oldersher Ungleihung) maht VN : Lp(T) ! Lp(T)Sinn. Im n�ahsten Satz wird kV2N�1 : Lp(T)! Lp(T)k betrahtet.Satz 1.3 Sei 1 � p � 1 und N 2 N. Dann gilt:1 � kV2N�1 : Lp(T)! Lp(T)k � 3: (1.5.13)Beweis Sei f 2 Lp(T) beliebig. Dann gilt:kV2N�1f jLp(T)k = 1� ZT f(x� t)v2N�1(t) dt������Lp(T; x)(Lemma 1.8, (ii)) = 1� ZT (1 + 2 os(Nt))FN�1(t)f(x� t) dt������Lp(T; x) : (1.5.14)Mit der Folgerung 1 ergibt sih:kV2N�1f jLp(T)k � 1� kf jLp(T)k ZT j(1 + 2 os(Nt))FN�1(t)jdt� 3kf jLp(T)k 1� ZT jFN�1(t)j dt| {z }=1(Lemma 1.8, (i)) � 3kf jLp(T)k:Wegen V2N�1f = f f�ur alle konstanten f : T! C gilt die Absh�atzung nah unten.Lemma 1.9 (Dihtheit der trigonometrishen Polynome)(i) Die Menge SN2N0 TN liegt diht in C(T).



1.5 Vershiedene Mittel 16(ii) F�ur 1 � p <1 liegt SN2N0 TN diht in Lp(T).Beweis Aussage (i) folgt aus der Tatsahe, dass man f�ur f 2 C(T)kf � �Nf jC(T)k ����!N!1 0zeigen kann. Siehe dazu auh [Si1℄.F�ur 1 � p < 1 wissen wir durh Lemma 1.1, dass C10 ((��; �)) diht in Lp((��; �)) liegt. EineFunktion aus C10 (��; �) l�asst sih aufgrund der Tr�agereigenshaft ohne Probleme 2�-periodisieren.Man muss nur periodish fortsetzen. Daraus folgt, dass C(T) diht in Lp(T) liegt. Sei also f 2 Lp(T)und " > 0. Dann �nden wir ein g 2 C(T) mit kf � gjLp(T)k < "=2. Wegen C(T) ,! Lp(T) giltkg � �NgjLp(T)k ����!N!1 0. Also gibt es ein M 2 N mit kg � �MgjLp(T)k < "=2. Shliesslih gilt:kf � �MgjLp(T)k � kf � gjLp(T)k+ kg � �MgjLp(T)k < ": �Lemma 1.10 Sei 1 � p � 1. Weiter sei f 2 Lp(T). Dann konvergieren die de la Vall�ee Poussin-Mittel von f in Lp(T) gegen f . Im Falle p =1 hat man Lp(T) duh C(T) zu ersetzen. Wir habenalso limN!1 kf � VNf jLp(T)k = 0:Beweis Mit Lemma 1.9 folgt, dass die Menge SN2N0 TN diht in Lp(T) (bzw. C(T) f�ur p =1) liegt.Wir wissen weiter, dass f�ur trigonometrishe Polynome V2N�1t = t 8N > Nt gilt. Desweiterenhaben wir die gleihm�assige Beshr�anktheit von kV2N�1 : Lp(T) ! Lp(T)k f�ur alle N 2 N (Satz1.3). Mit dem Satz von Banah/Steinhaus folgt dann sofortkV2N�1f � f jLp(T)k ����!N!1 0f�ur alle f 2 Lp(T) (bzw. f 2 C(T)). Analoges gilt f�ur V2Nf und man erh�alt die Aussage desLemmas.De�nition 1.6 Es sei (Y; k � k) ein Banahraum und X � Y ein linearer Teilraum. Weiter seif 2 Y . Die Gr�osse E(f; Y;X) ist de�niert durh:E(f; Y;X) := infg2X kf � gjY k: (1.5.15)Im Falle Y = Lp(T) und X = TN mit N 2 N wird abk�urzendEp(N; f) := E(f; Lp(T); TN) (1.5.16)gesetzt.Lemma 1.11 Es sei Y ein Banahraum und X � Y ein endlihdimensionaler linearer Teilraum.Dann ist das In�mum in (1.5.15) in De�nition 1.6 ein Minimum.Beweis Wir folgen De Vore, Lorentz. Sei f 2 Y vorgegeben. Aufgrund der De�nition existierteine Folge fgngn2N � X mit: kf � gnk ����!n!1 E(f; Y;X). Damit gilt:kgnjY k = kgn � f + f jY k � kgn � f jY k| {z }�1; n>n0 +kf jY k:Damit ist fgng beshr�ankt und besitzt eine konvergente Teilfolge fgnkgk (Bolzano Weierstrass)mit: gnk ����!k!1 g 2 X , da X endlihdimensional und damit abgeshlossen ist. Also gilt:kgnk � f jY k ����!k!1 E(f; Y;X)kgnk � f jY k ����!k!1 kg � f jY k )) E(f; Y;X) = kf � gjY k:



1.6 Nikolskij-Besov-R�aume auf T 17F�ur ein f 2 Lp(T) existiert also insbesondere ein t 2 TN mit:Ep(N; f) = kf � tjLp(T)k: (1.5.17)Lemma 1.12 Sei 1 � p �1, N 2 N und f 2 Lp(T). Dann gilt:Ep(2N � 1; f) � kf � V2N�1f jLpk � 4Ep(N; f): (1.5.18)Beweis Die erste Ungleihung folgt direkt aus der De�nition. Sei tN 2 TN ein trigonometrishesPolynom mit kf� tjLp(T)k = Ep(N; f). Eine solhe Funktion existiert (siehe Lemma 1.11). Damitgilt: kV2N�1f � f jLp(T)k � kV2N�1f � tN jLp(T)k+ kf � tN jLp(T)k(1.5.12) = kV2N�1(f � tN )jLp(T)k+ kf � tN jLp(T)k(1.5.13) � 3kf � tN jLp(T)k+ kf � tN jLp(T)k= 4kf � tN jLp(T)k= 4Ep(N; f): (1.5.19)1.6 Nikolskij-Besov-R�aume auf T1.6.1 De�nition und �aquivalente CharakterisierungenDe�nition 1.7 (Quasinorm) Sei V ein Vektorraum �uber C . Eine Abbildung k � k : V ! [0;1)heisst Quasinorm auf V , wenn gilt:(Q1) kvk = 0, v = 0(Q2) k� � vk = j�jkvk ; 8v 2 V; � 2 C(Q3) 9C > 0 8v; w 2 V kv + wk � C(kvk+ kwk)Bemerkung 1.5 Jede Norm ist eine Quasinorm. (Q3) ist mit C = 1 erf�ullt.De�nition 1.8 Das Paar (V; k � k), bestehend aus einem Vektorraum V und einer Quasinorm k � kauf V , ist ein Quasi-Banhahraum, wenn V bzgl. der durh k � k erzeugten Topologie vollst�andigist, d.h: (xn)n2N � V Cauhy-Folge ) (xn)n2N konvergent in V:De�nition 1.9 (Nikolskij-Besov-R�aume) Seien 1 � p � 1, 0 < q �1 und s > 0.(i) F�ur 0 < q <1 de�nieren wirBsp;q(T) :=8><>:f 2 Lp(T) : kf jBsp;q(T)kE = kf jLp(T)k+0� 1Xj=0 2sjqEp(2j ; f)q1A 1q <19>=>; ;(ii) bzw f�ur q =1Bsp;1(T) := �f 2 Lp(T) : kf jBsp;1(T)kE = kf jLp(T)k+ supj=0;1;::: 2sjEp(2j ; f) <1� :Lemma 1.13 1 � p � 1, 0 < q � 1, s > 0. Die Mengen Bsp;q(T) sind komplexe Vektorr�aumemit den �ublihen Operationen und die Abbildungk � jBsp;q(T)kE : Bsp;q(T)! [0;1)ist eine Quasinorm auf Bsp;q(T). F�ur q � 1 ist diese Abbildung eine Norm.Beweis Man rehnet hier leiht die entsprehenden Axiome nah.



1.6 Nikolskij-Besov-R�aume auf T 18Bemerkung 1.6 F�ur s > 0 und 0 < q �1 ist Bs1;q(T) � C(T). Es gilt n�amlih f�ur f 2 Bs1;q(T)E1(2j ; f) ���!j!1 0(siehe De�nition 1.9). Wegen Lemma 1.11 gibt es eine Folge (tj)j2N mit tj 2 T2j undkf � tj jL1(T)k ���!j!1 0:Das hat f 2 C(T) zur Folge.Satz 1.4 Sei 1 � p � 1, 0 < q �1, s > 0. Dann existieren C1; C2 > 0, so dass 8f 2 Lp(T) gilt:C1kf jBsp;q(T)kE �(i) kf jBsp;q(T)kV �(ii) C2kf jBsp;q(T)kE (1.6.1)mit kf jBsp;q(T)kV = kf jLp(T)k+0� 1Xj=0 2jsqkf � V2j+1�1f jLp(T)kq1A 1q (1.6.2)und der �ublihen Modi�kation f�ur q =1.Beweis Sei f 2 Lp(T). Shritt 1:Im Folgenden wird (i) gezeigt. Es gilt:kf jBsp;q(T)kE = kf jLp(T)k+0� 1Xj=0 2sjqEp(2j ; f)q1A 1q= kf jLp(T)k+0�Ep(1; f)q + 1Xj=1 2jsqEp(2j ; f)q1A 1q
� kf jLp(T)k+0BB� Ep(1; f)q| {z }�kV1f�f jLp(T)kq+ 1Xj=0 2(j+1)sq � Ep(2j+1 � 1; f)q| {z }�kV2j+1�1f�f jLp(T)kq1CCA 1q(1.6.3)Zieht man den ausserhalb der Summe stehenden Summanden wieder in die Summe, so kann manfolgendermassen vergr�ossern:(1:6:3) � kf jLp(T)k+0� 1Xj=0 2(j+1)sq+1kV2j+1�1f � f jLp(T)kq1A 1q= kf jLp(T)k+ 2s+ 1q 0� 1Xj=0 2jsqkV2j+1�1f � f jLp(T)kq1A 1q : (1.6.4)Wegen 2s+ 1q > 1 gilt:(1:6:4) � 2s+ 1q 0B�kf jLp(T)k+0� 1Xj=0 2jsqkV2j+1�1f � f jLp(T)kq1A 1q1CA=: 1C1 kf jBsp;q(T)kV :



1.6 Nikolskij-Besov-R�aume auf T 19Es ist hier siherlih g�unstiger, die Ungleihungskette von hinten nah vorn zu lesen, d.h. beikf jBsp;q(T)kV <1 zu starten, nah unten absh�atzen und shliesslih bei C1kf jBsp;q(T)kE enden.Auf diese Weise ist in jedem Shritt gesihert, das die vorkommenden Reihen auh im eigentlihenSinne existieren.Shritt 2:Im Folgenden wird (ii) gezeigt. Es gilt:kf jBsp;qkV = kf jLp(T)k+0� 1Xj=0 2jsqkV2j+1�1f � f jLp(T)kq1A 1q(Satz 1.3) � kf jLp(T)k+0� 1Xj=0 2jsq3qEp(2j ; f)q1A 1q� 30B�kf jLp(Tk+0� 1Xj=0 2jsqEp(2j ; f)q1A 1q1CA=: C2kf jBsp;q(T)kE:Hier sollte man wieder die Ungleihungskette aus den oben shon erw�ahnten Gr�unden von hintennah vorn lesen.Folgerung 2 Mit dem Satz zeigt sih, dass f�ur f 2 Lp(T) gilt:kf jBsp;q(T)kV <1 () f 2 Bsp;q(T):Man k�onnte also Bsp;q(T) auh mittels kf jBsp;q(T)kV harakterisieren. Leihtes Nahrehnen ergibt,dass k�jBsp;q(T)kV eine Quasinorm auf Bsp;q(T) ist. Der Satz zeigt also, dass die beiden Quasinormenk � jBsp;q(T)kE und k � jBsp;q(T)kV �aquivalent sind und demzufolge die gleihe Topologie auf Bsp;q(T)erzeugen.Im Folgenden beweisen wir noh eine n�utzlihe �aquivalente Charakterisierung der R�aume Bsp;q(T)f�ur s > 0 und 1 � p; q � 1.Satz 1.5 Es sei s > 0, 1 � p �1 und 1 � q � 1. F�ur f 2 Lp(T) de�nieren wir die Gr�ossekf jBsp;q(T)k� = 0�kV1f jLp(T)kq + 1Xj=1 kV2j+1�1f � V2j�1f jLp(T)kq1A1=q : (1.6.5)mit der �ublihen Modi�kation im Falle q = 1. Es gibt Konstanten C1; C2 > 0, so dass f�ur allef 2 Lp(T) C1kf jBsp;q(T)kV �(i) kf jBsp;q(T)k� �(ii) C2kf jBsp;q(T)kV :Beweis Aus der Tatsahe V2j+1�1f �V2j�1f = V2j+1�1(f �V2j�1f) und dem Satz 1.3 folgt sofortdie Ungleihung (ii).Bleibt noh die Ungleihung (i) zu zeigen. Wir zeigen zuerst kf jLp(T)k � Ckf jBsp;q(T)k�. Dazunutzen wir aus, dass f�ur f 2 Lp(T)f =Lp(T) 1Xj=1(V2j+1�1f � V2j�1f) + V1f (1.6.6)



1.6 Nikolskij-Besov-R�aume auf T 20gilt. Wir m�ussen allerdings L1(T) durh C(T) ersetzen. Diese Tatsahe ist eine direkte Konsequenzaus Lemma 1.10. Es gilt:kf jLp(T)k � kV1f jLp(T)k+ 1Xj=1 kV2j+1�1f � V2j�1f jLp(T)k� kV1f jLp(T)k+ 1Xj=1 2�js2jskV2j+1�1f � V2j�1f jLp(T)k� kV1f jLp(T)k+ supj=1;2;::: 2jskV2j+1�1f � V2j�1f jLp(T)k 1Xj=1 2�js| {z }=:C� (C + 1)kf jBsp;1(T)k��(lq ,!`1) ~Ckf jBsp;q(T)k�: (1.6.7)Sei vorerst q < 1. Wir sh�atzen nun den zweiten Summanden von (1.6.2) ab. Dazu nutzen wiranalog (1.6.6) f�ur f 2 Lp(T)f � V2j+1�1f =Lp(T) 1Xk=1(V2j+k+1�1f � V2k+j�1f):Es gilt also:0� 1Xj=0 k2js(f � V2j+1�1f)jLp(T)kq1A1=q = 0BB� 1Xj=0  1Xk=1 2js(V2k+j+1�1f � V2k+j�1f)| {z }=:fkj (x) ��������Lp(T)q1CCA1=q
� 0� 1Xj=0 1Xk=1 kfkj jLp(T)k!q1A1=q (1.6.8)Wir erkl�aren f�ur jedes k 2 N durh Ak := (kfk1 jLp(T); kfk2 jLp(T)k; :::; kfkj jLp(T)k; :::) eine Zahlen-folge reeller Zahlen. Damit gilt:(1:6:8) =  1Xk=1(Akj )j ����� `q � 1Xk=1 k(Akj )j j`qk: (1.6.9)Wegen q � 1 ist `q ein Banahraum. Die Absh�atzung in (1.6.9) ist dadurh m�oglih.Jetzt folgt weiter:(1:6:8) � 1Xk=10� 1Xj=0 k2�ks2(j+k)s(V2j+k+1�1f � V2j+k�1f)kq1A1=q� 1Xk=1 2�kskf jBsp;q(T)k�= kf jBsp;q(T)k�:Also haben wir kf jBsp;q(T)kV � ( ~C + )kf jBsp;q(T)k�:Diese Ungleihung erh�alt man mit den entsprehenden Modi�kationen auh f�ur q =1. �Wir k�onnen damit den Raum Bsp;q(T) auh mit k � jBsp;qk� harakterisieren.



1.6 Nikolskij-Besov-R�aume auf T 211.6.2 Vollst�andigkeit der Bsp;q(T)Satz 1.6 Sei 1 � p � 1, 0 < q � 1, s > 0. Dann ist das Paar �Bsp;q(T); k � jBsp;qkV � bzw�Bsp;q(T); k � jBsp;qkE� ein Quasi-Banahraum (f�ur q � 1 ein Banahraum) und wir bezeihnen esab jetzt kurz mit Bsp;q(T).Beweis Sei (fn)n eine Cauhyfolge in Bsp;q(T),d.h.: 8" > 0, 9n" 2 N, 8n;m > n": kfn � fmjBsp;q(T)kV < ":Zu zeigen ist: 9f 2 Bsp;q(T) mit kf � fnjBsp;q(T)kV ! 0 f�ur n!1:Die folgenden Betrahtungen setzen q <1 voraus. F�ur q =1 erh�alt man analoge Resultate mitden �ublihen Modi�kationen.Es gilt: 0� 1Xj=0 2jsqkfn � V2j+1�1fnjLp(T)kq1A 1q � kfnjBsp;q(T)kV <1 ; 8n 2 N:Damit folgt: (Anj )j := �2jskfn � V2j+1�1fnjLp(T)k�j 2 `q ; 8n 2 NIh zeige als n�ahstes: �(Anj )j�n � `q ist eine Cauhy-folge in `q. Wir betrahten dazu:k(Anj )j � (Amj )j j`qkq = 1Xj=0 jAnj �Amj jq= 1Xj=0 2jsq j (kfn � V2j+1�1fnjLp(T)k � kfm � V2j+1�1fmjLp(T)k) jq� 1Xj=0 2jsqkfn � fm � V2j+1�1fn + V2j+1�1fmjLp(T)kq= 1Xj=0 2jsqkfn � fm � (V2j+1�1fn � V2j+1�1fm)jLp(T)kq :Also folgt insgesamt:k(Anj )j � (Amj )j j`qk � 0� 1Xj=0 2jsqkfn � fm � V2j+1�1(fn � fm)jLp(T)kq1A 1q� kfn � fmjBsp;q(T)kV :Aus der Vollst�andigkeit des `q folgt, dass es ein (Aj)j 2 `q gibt, mit:k(Anj )j � (Aj)j j`qk ! 0 ; f�ur n!1: (1.6.10)Man sieht jetzt f�ur n; j 2 N:jAnj �Aj jq � 1Xj=0 jAnj �Aj jq = k(Anj )j � (Aj)j j`qkq ! 0 ; f�ur n!1 (siehe (1.6.10)):Damit gilt also 8j 2 N: Anj ! Aj ; f�ur n!1 (1.6.11)



1.6 Nikolskij-Besov-R�aume auf T 22Wegen kgjLp(T)k � kgjBsp;q(T)kV 8g 2 Lp(T) (siehe De�nition) ist (fn)n auh eine Cauhyfolgein Lp(T) (bzgl. k � jLp(T)k). Damit existiert ein f 2 Lp(T) mit:kf � fnjLp(T)k ! 0 ; f�ur n!1 (1.6.12)Ih zeige:(i) f 2 Bsp;q(T) und(ii) kf � fnjBsp;q(T)k ! 0 f�ur n!1.Um (i) zu zeigen, argumentieren wir so: Wegen (1.6.12) gilt 8j 2 N0 :Anj = 2jskfn � V2j+1�1fnjLp(T)k ����!n!1 2jskf � V2j+1�1f jLp(T)k = Aj : (1.6.13)Hier wird nur verwendet, dass V2j+1�1 ein stetiger Operator von Lp(T)! Lp(T) ist. Die gleihm�assi-ge Beshr�anktheit der Normen (Satz 1.3) brauht man niht.Damit gilt wegen (Aj)j 2 `q:0� 1Xj=0 2jsqkf � V2j+1�1f jLp(T)kq1A 1q = 0� 1Xj=0 jAj jq1A 1q <1: (1.6.14)Und das bedeutet: f 2 Bsp;q(T):F�ur (ii) �xieren wir ein " > 0. Es gen�ugt zu zeigen, dass es ein n(") 2 N gibt, so dass:1Xj=0 2jsqkfn � f � V2j+1�1(fn � f)jLp(T)kq � "q ; 8n > n("): (1.6.15)Dazu reiht es wiederum zu zeigen, dass gilt:9n(") 2 N; 8n > n(")8M 2 N : MXj=0 2jsqkfn � f � V2j+1�1(fn � f)jLp(T)kq < "q :Da (fn)n � Bsp;q(T) eine Cauhyfolge ist, existiert ein n(") 2 N, so dass1Xj=0 2jsqkfn � fm � V2j+1�1(fn � fm)jLp(T)kq < "q2 ; 8n;m > n("):Sei M 2 N beliebig und fest. Dann gilt:MXj=0 2jsqkfn � fm � V2j+1�1(fn � fm)jLp(T)kq < "q2 ; 8n;m > n("):Wie oben shon gesehen, gilt f�ur festes j 2 N0 :2jsqkfm � f � V2j+1�1(fm � f)jLp(T)kq ����!m!1 0:Eine endlihe Summe von Nullfolgen ist wieder ein Nullfolge. Damit gilt 8m > m(M; "):MXj=0 2jsqkfm � f � V2j+1�1(fm � f)jLp(T)kq < "q2 :



1.6 Nikolskij-Besov-R�aume auf T 23Also gilt 8n > n(") und f�ur ein m > max(n(");m(M; ")):MXj=0 2jsqkfn � f � V2j+1�1(fn � f)jLp(T)kq � MXj=0 2jsqkfn � fm � V2j+1�1(fn � fm)jLp(T)kq+ MXj=0 2jsqkfm � f � V2j+1�1(fm � f)jLp(T)kq< "q2 + "q2< "q:Liest man nur den Anfang und das Ende der Ungleihungskette, so folgt 8n > n("):MXj=0 2jsqkfn � f � V2j+1�1(fn � f)jLp(T)kq < "q (1.6.16)Da das M 2 N beliebig gew�ahlt wurde, nahdem das n(") fest war, gilt (1.6.16) f�ur alle endlihenSummen dieser Art. Wegen der nihtnegativen Summanden, folgt (1.6.15) aus der Tatsahe, dassdie Partialsummenfolge monoton steigend und nah oben durh "q beshr�ankt sind. �1.6.3 Die Einbettung von Bsp;q(T) in C(T)De�nition 1.10 Sei t(x) ein trigonometrishes Polynom. Wir setzen:supp t̂ := fk 2 Z : k(t) 6= 0g:Lemma 1.14 (Nikolskij-Ungleihung)Sei 0 < p <1, p < q �1 und p0 die kleinste nat�urlihe Zahl gr�osser oder gleih p=2. Wir setzenf�ur ein trigonometrishes Polynom t(x)Cp0;t = 12� jsupptp0 j:Dann gilt die Ungleihung kt(x)jLq(T)k � (Cp0;t)1=p�1=qkt(x)jLp(T)k:Beweis Siehe dazu [STr, Abshnitt 3.3.2.℄.Satz 1.7 Sei 1 � p � 1, 1 � q �1 und s > 1=p. Dann istBsp;q(T) ,! C(T):Beweis Wir zeigen die Aussage zun�ahst f�ur p <1. Dazu wird Bsp;q(T) � C(T) undkf jC(T)k � Ckf jBsp;q(T)k� ; 8f 2 Bsp;q(T)gezeigt. Sei f 2 Bsp;q(T). Wegen `q ,! `1 ist nat�urlih f 2 Bsp;1(T). Mithilfe der Nikolskij-Ungleihung sind wir in der Lage, kV2j+1�1f � V2j�1f| {z }t(x) jC(T)k abzush�atzen. Dazu m�ussen wir alserstes die Gr�ossenordnung von Cp0;t bestimmen. F�ur das trigonometrishe Polynom t gilt:k(t) 6= 0 =) jkj � 2j+1:Damit gilt f�ur tp0 : k(tp0) 6= 0 =) jkj � p02j+1



1.6 Nikolskij-Besov-R�aume auf T 24Somit ist C(p0; t)1=p � (p)2j=p. Die Nikolskij-Ungleihung f�uhrt dann zu Folgendem:kV2j+1�1f � V2j�1f jC(T)k � 2j=pkV2j+1�1f � V2j�1f jLp(T)k ; wobeidas  niht von f und j abh�angt. Wir haben also:kV2j+1�1f � V2j�1f jC(T)k = kV2j+1�1f � V2j�1f jC(T)k2�js2js2�j=p2j=p= 2j(1=p�s)2js 2�j=pkV2j+1�1f � V2j�1f jC(T)k| {z }�kV2j+1�1f�V2j�1f jLp(T)k� 2j(1=p�s)kf jBsp;1(T)k�:Und das f�uhrt zukV1f jC(T)k+ 1Xj=1 kV2j+1�1f � V2j�1f jC(T)k � kf jBsp;1(T)k� + kf jBsp;1(T)k�  1Xj=1 2j(1=p�s)| {z }=:C�(s>1=p) C1kf jBsp;1(T)k� (1.6.17)Aufgrund der absoluten Konvergenz von V1f+ 1Pj=1(V2j+1�1f�V2j�1f) in C(T) existiert ~f = V1f+1Pj=1(V2j+1�1f � V2j�1f) in C(T). Wir haben nun die Einbettung C(T) ,! Lp(T) zur Verf�ugung.Damit ist auh ~f = V1f + 1Pj=1(V2j+1�1f � V2j�1f) in Lp(T). Wegen p < 1 gilt (1.6.6). DieEindeutigkeit des Grenzwertes hat dann f = ~f (fast �uberall) zur Folge. Also ist f 2 C(T) undwegen kf jC(T)k � kV1f jC(T)k+ 1Xj=1 kV2j+1�1f � V2j�1f jC(T)kgilt mit (1.6.17) kf jC(T)k � C1kf jBsp;1(T)k� �`q,!`1 C2kf jBsp;q(T)k�:Im Falle p =1 haben wir f�ur s > 0 Bs1;q(T) ,! C(T):Liest man die Ungleihungskette (1.6.7) ab der zweiten Zeile, so erh�alt man f�ur f 2 Bs1;q(T)kV1f jC(T)k+ 1Xj=1 kV2j+1�1f � V2j�1f jC(T)k � C3kf jBs1;1(T)k <1: (1.6.18)Damit existiert ~f = V1f + 1Xj=1(V2j+1�1 � V2j�1f) = limN!1V2N�1f (1.6.19)in C(T). Sei jetzt k 2 Z. Dann gilt:k( ~f) = limN!1 k(V2N�1f) = k(f):Damit muss fast �uberall f = ~f gelten. Mit (1.6.18) und (1.6.19) erh�alt man dannkf jC(T)k � C3kf jBs1;1(T)k � C4kf jBs1;q(T)k. �



1.7 Die klassishe trigonometrishe Interpolation 251.7 Die klassishe trigonometrishe InterpolationDas folgende Lemma nimmt Bezug auf den in De�nition 1.4 eingef�uhrten Dirihlet-Kern. Bis jetztwissen wir, dass DN (�) 2 TN gilt.Lemma 1.15 SeiDN(x) der in De�nition 1.4 erkl�arte Dirihlet-Kern. Dann gilt f�ur l 2 f0; :::; 2NgDN � 2�l2N + 1� = 2N + 12 Æ0 l: (1.7.1)Beweis Betrahtet wird DN(x) auf dem Intervall [0; 2�). Aus der De�nition folgt, dassDN (0) = 2N+12 gilt. Sei jetzt 0 < x < 2�. Damit ist DN (x) = sin( 2N+12 x)2 sin( x2 ) und sin(x2 ) 6= 0. Also gilt:DN (x) = 0 , sin(2N + 12 x) = 0, 2N + 12 x = l� f�ur ein l 2 Z, x = 2�l2N + 1 : (1.7.2)Damit folgt (1.7.1).Diese Eigenshaft wird sih f�ur die klassishe trigonometrishe Interpolation als besonders n�utzliherweisen. Die Aufgabe dieser klassishen trigonometrishen Interpolation besteht nun darin, eine2�-periodishe Funktion f : R ! C durh ein trigonometrishes Polynom t(x) in einem vorge-gebenen �aquidistanten Gitter zu interpolieren. Das heisst, dass die Funktionswerte von f und tin den Gitterpunkten �ubereinstimmen. Verfeinert man das zugrundeliegende Gitter, so wird aufdiese Weise ein Approximationsprozess f�ur die Funktion f de�niert. Der folgende Satz maht eineAussage �uber die L�osbarkeit dieser Interpolationsaufgabe.Satz 1.8 Sei f : R ! C eine 2�-periodishe, stetige Funktion (d.h.: f : T ! C ) und N 2 N. Seiweiter �xl = 2�l2N + 1 : l = 0; :::; 2N�das gleihm�assige Gitter mit 2N + 1 Gitterpunkten auf [0; 2�℄.Dann gibt es genau ein trigonometrishes Polynom t 2 TN mitf(xl) = t(xl) ; f�ur alle l = 0; ::; 2Nund dieses lautet: t(x) = INf(x) := 22N + 1 2NXl=0 f(xl)DN (x� xl): (1.7.3)Dabei heisst der Operator IN Interpolationsoperator der Ordnung N .Beweis INf ist ein trigonometrishes Polynom der Ordnung N , da es eine Summe solher Funk-tionen ist. Sei l 2 f0; :::; 2Ng. Wir betrahten INf(xl). Es gilt:INf(xl) = 22N + 1 2NXk=0 f(xk)DN (xl � xk)(Lemma 1.15, Periodizit�at von DN) = 22N + 1f(xl)DN (0)= f(xl):Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsahe, dass f�ur ein trigonometrishes Polynom der Ordnung Ngenau 2N + 1 FourierkoeÆzienten aus der Information �uber das Verhalten in den Gitterpunkten



1.8 Eine Verallgemeinerung der klassishen trigonometrishen Interpolation 26zu bestimmen sind. Dies f�uhrt auf ein lineares Gleihungssystem mit 2N + 1 Unbekannten und2N + 1 Gleihungen, bei dem die KoeÆzientendeterminante niht vershwindet, weil man dasgleihm�assige Gitter benutzt. Man erh�alt eine Vandermonde - KoeÆzientendeterminante.1.8 Eine Verallgemeinerung der klassishen trigonometri-shen InterpolationZiel dieses Abshnittes ist die Verallgemeinerung des klassishen Konzepts in dem Sinne, dassman die Dirihlet-Kerne in (1.7.3) durh andere Funktionen ersetzt, von denen man eine �ahnliheEigenshaft wie (1.7.1) fordert.Hierzu sind im Vorfeld einige Festlegungen zu tre�en:Sei N 2 N. Dann setzen wir JN = �k 2 Z : �N2 � k < N2 � undxl = 2� lN ; f�ur l 2 JN :Die Festlegung wurde also so getro�en, dass jJN j = N gilt.De�nition 1.11 Sei N 2 N. Eine 2�-periodishe stetige Funktion ��N mit der Eigenshaft:��N (xl) = � 1 : l = 00 : l 6= 0 ; l 2 JN (1.8.1)heisst Fundamentalinterpolant f�ur das Gitter fxl : l 2 JNg.De�nition 1.12 N 2 N, ��N ein Fundamentalinterpolant und f : T ! C eine (2�-periodishe)stetige Funktion. Dann wird die Funktion INf : T! C erkl�art durh:INf(x) = Xl2JN f(xl)��N (x� xl) (1.8.2)Bemerkung 1.7 Die Funktion INf interpoliert f auf dem gleihm�assigen Gitter fxl : l 2 JNg.Das zeigt man analog zur klassishen trigonometrishen Interpolation. Da an den Fundamental-interpolanten ��N nur die Forderung (1.8.1) gestellt wird, ist INf im allgemeinen kein trigonome-trishes Polynom.Man kann jetzt die Frage nah den FourierkoeÆzienten von INf stellen, da aufgrund derStetigkeit von ��N und der daraus resultierenden Stetigkeit von INf nat�urlih INf 2 L1(T) folgt.Diese Frage wird im n�ahsten Lemma behandelt.Lemma 1.16 Sei f : T ! C stetig. Sei N 2 N und IN wie in De�nition 1.12. Dann gilt f�ur dieFourierkoeÆzienten k(INf), k 2 Z folgende Beziehung:k(INf) = k(��N ) X`2JN f(x`)e�ikx` : (1.8.3)Gilt zus�atzlih f 2 A(T), dann ergibt sih sogar:k(INf) = Nk(��N )X̀2Zk+`N (f): (1.8.4)



1.9 Zur Konstruktion von Fundamentalinterpolanten 27Beweis Mit der De�nition von INf und der Linearit�at der k f�ur k 2 Z kann man folgendesableiten: k(INf) = k X`2JN f(x`)��N (� � x`)!= Xl2JN f(x`)k(��N (� � x`))= k(��N ) X`2JN f(x`)e�ikx` :(1.8.4) ergibt sih, indem man ausnutzt, dass f(x) = Pm2Zm(f)eimx f�ur Funktionen aus A(T)gilt. Ersetzt man also in (1.8.3) f(x`) durh Pm2Zm(f)ei 2�mN `, so erh�alt man nah einigen Umfor-mungsshritten (1.8.4).F�ur nahfolgende Untersuhungen ist es wihtig, zu sihern dass INf 2 A(T) f�ur f 2 A(T) gilt.Dar�uber maht das folgende Lemma eine Aussage:Lemma 1.17 Sei N 2 N, ��N 2 A(T) und f 2 A(T). Dann gilt f�ur den zugeh�origen Interpolati-onsoperator kINf jA(T)k � Nk��N jA(T)k kf jA(T)k ; d.h.INf bleibt im Raum A(T).Beweis Sei f 2 A(T). Zu zeigen ist: kINf jA(T)k <1.Es gilt: Xk2Zjk(INf)j =(1:8:4) NXk2Z�����k(��N )Xl2Zk+lN (f)������ NXk2Zjk(��N )jXl2Zjk+lN (f)j| {z }�kf jA(T)k� Nkf jA(T)kXk2Zjk(��N )j <1� Nk��N jA(T)k kf jA(T)k:1.9 Zur Konstruktion von FundamentalinterpolantenAnshliessend soll die Frage nah der Konstruktion von Funktionen ��N beantwortet werden. Eswird im Folgenden ein Konstruktionsverfahren angegeben, das als Ausgangspunkt nihts weiterals eine Funktion � : R ! R mit bestimmten, aber leiht zu realisierenden, Eigenshaften hat.Nahfolgend sei � : R ! R eine stetige Funktion mit den beiden Eigenshaften:(E1) �(2�k) = Æ0 k und(E2) Pk2Zj�(x+ 2�k)j konvergiert gleihm�assig auf [0; 2�℄.Eigenshaft (E2) sihert, dass G(x) := Pk2Zj�(x + 2�k)j, x 2 [0; 2�℄ existiert und eine stetigeFunktion auf [0; 2�℄ ist. Von (E2) wird auh die Konvergenz von Pk2Zj�(x + 2�k)j auf ganz R



1.9 Zur Konstruktion von Fundamentalinterpolanten 28gesihert, das ist aber i.a. keine gleihm�assige Konvergenz:Sei y 2 R, dann ist x = y � 2�l 2 [0; 2�℄ f�ur ein l 2 Z. Damit folgt:Xk2Zj�(x+ 2�k)j = Xk2Zj�(x+ 2�l| {z }y +2�(k � l)j= Xu2Zj�(y + 2�u)j:Aus dieser Rehnung geht sofort hervor, dass G(x) := Pk2Zj�(x + 2�k)j mit x 2 R eine 2� -periodishe stetige Funktion ist.Lemma 1.18 Sei � : R ! R eine stetige Funktion, die (E2) erf�ullt. Dann ist � 2 L1(R).Beweis Es ist zu zeigen, dass RR j�(x)j dx <1 gilt. Es gilt folgende Gleihungskette:ZR j�(x)j dx =(B. Levi) Xk2Z 2�(k+1)Z2�k j�(x)jdx= Xk2Z 2�Z0 j�(x+ 2�k)jdx: (1.9.1)Erneute Anwendung des Satzes von B. Levi bringt:(1:9:1) = 2�Z0 Xk2Zj�(x+ 2�k)jdx= 2�Z0 G(x)dx(Stetigkeit von G(x)) < 1Das letzte Lemma sihert, dass die Fouriertransformierte F� von � existiert und in C(R) ist (Satz1.1 Riemann-Lebesgue).Lemma 1.19 Sei � eine stetige Funktion, die (E1) und (E2) erf�ullt. Dann ist folgendes �aquivalent:(i) 8x 2 T gilt 1Pl=�1�(x� 2�l) = 1 und(ii) 8k 2 Z gilt F�(k) = p2�Æ0 k.Man beweist diese Aussage mit dergleihen Tehnik, die im Beweis des Lemmas 1.18 angewandtwurde.Lemma 1.20 Sei � : R ! R eine stetige Funktion, die (E2) erf�ullt und sei N 2 N. Dannkonvergiert auh Pl2Zj�(Nx+ 2l�)j gleihm�assig in [0; 2�℄.Beweis Sei x 2 [0; 2�℄, dann existiert ein k(x) 2 f0; :::; Ng, so dass y(x) = Nx� 2�k(x) 2 [0; 2�℄gilt. Wir betrahten jetzt die PartialsummenfolgeSmn(x) := nXl=�m j�(Nx+ 2l�)j = nXl=�m j�(y(x) + 2(k(x) + l)�)j= n+k(x)Xu=�m+k(x) j�(y(x) + 2u�)j:



1.9 Zur Konstruktion von Fundamentalinterpolanten 29Wegen (E2) gilt f�ur " > 0 ������ n+k(x)Xu=�m+k(x) j�(y(x) + 2u�)j �G(y(x))������ < " (1.9.2)f�ur m � k(x); n + k(x) > n("), wobei das n(") niht von y(x) bzw. von x abh�angt. Damit gilt(1.9.2) f�ur m;n > N + n(").Also konvergiert Smn(x) gleihm�assig in x 2 [0; 2�℄ f�ur m;n!1.Folgerung 3 Die Reihe Xl2Zj�(Nx+ 2�lN)jkonvergiert gleihm�assig auf [0; 2�℄. Es sei nohmal verdeutliht, dass der Untershied zur Aussageim Lemma 1.20 im zweiten Summanden des Argumentes der Funktion � besteht.Beweis Konvergiert eine Reihe stetiger Funktionen gleihm�assig, so konvergiert auh jede Teilreihegleihm�assig. Die Funktion �N (x) :=Xl2Z�(Nx+ 2�lN)ist damit eine stetige Funktion auf [0; 2�℄. Mit denselben Argumenten wie f�ur die Funktion G(x)kann man �N(x) auf R erweitern. Diese Funktion ist dann nat�urlih auh 2� - periodish unddamit eine stetige Funkion auf R. Wir bezeihnen sie mit ��N(x).Satz 1.9 Sei � : R ! R eine 2�-periodishe Funktion, die (E1) und (E2) erf�ullt und N 2 N.Dann ist die auf R stetige 2� - periodishe Funktion (siehe Folgerung 3)��N (x) :=Xu2Z�(Nx+ 2�uN)ein Fundamentalinterpolant, d.h.��N �2k�N � = Æ0;k ; f�ur k 2 JN (1.9.3)und es gilt f�ur ` 2 Z: `(��N ) = 1Np2�F��Ǹ � : (1.9.4)Beweis Die Eigenshaft (1.9.3) rehnet man leiht nah. Sei k 2 JN .��N �2�kN � =Xu2Z�(2�(k + uN)):Damit ist ��N (0) = Pu2Z�(2�uN) = 1 wegen (E1).Sei jetzt 0 6= k 2 JN . Wegen JN � [�N=2; N=2℄ folgt k + uN 6= 0 f�ur alle u 2 Z. Damit ist�(2�(k + uN)) = 0 f�ur alle u 2 Z (siehe (E1)). Also ist ��N ( 2�kN ) = 0.Die FourierkoeÆzienten `(��N ) f�ur ein ` 2 Z berehnen sih folgendermassen:`(��N ) = 12� 2�Z0 Xu2Z�(Nx+ 2�uN)e�i`xdx:



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 30Aufgrund der gleihm�assigen Konvergenz der Reihe im Integranden ist Summe und Integral ver-taushbar. Damit folgt: `(��N ) = 12�Xu2Z 2�Z0 �(N(x+ 2�u))e�i`xdx= 12�Xu2Z 2�(u+1)Z2�u �(Ny)e�i`(y�2�u)dy= 12� ZR �(Ny)e�i`ydy= 12� ZR �(z)e�i Ǹ z dzN= 1p2�N F��Ǹ � :1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste ResultateZiel dieses Abshnittes ist es, Fehlerabsh�atzungen f�ur den oben eingef�uhrten Approximationspro-zess INf zu beweisen. Wir beshr�anken uns hierbei auf die Approximation von Funktionen ausder Klasse Bsp;1(T) \ A(T) mit s > 0 und 1 � p �1.Wir bezeihnen mit 	 : R ! R eine C10 (R)-Funktion mit der Eigenshaft:	(x) = � 1 : jxj � 10 : jxj > 2 dar: (1.10.1)Das Hauptresultat des ersten Kapitels ist der folgende Satz:Satz 1.10 Sei � : R ! R eine stetige Funktion, welhe die Eigenshaften (E1) und (E2) erf�ullt.Es gelte f�ur alle N 2 N: ��N 2 A(T); (1.10.2)wobei die ��N die zu � geh�orenden Fundamentalinterpolanten (siehe Satz 1.9) sind. Weiter geltef�ur k 2 Z: F�(k) = p2�Æ0 k: (1.10.3)(gleihwertig dazu: 1Pl=�1�(x� 2�l) = 1, 8x 2 T (siehe Lemma 1.19))F�ur die Zahlen 0 � � < � erf�ulle die Fouriertransformierte von � folgende Forderungen:(F1) Die Funktionen A(�) := 	��2� j�j���1� F�(�)p2� � ; (1.10.4)Bl(�) := 	��2� j�j��F�(� + l) ; f�ur l 2 Zn f0g (1.10.5)geh�oren zu L1(R),(F2) ZR jF�1A(w)jdw <1; (1.10.6)



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 31(F3) Xl6=0 ZR jF�1Bl(w)jdw <1 und (1.10.7)(F4) die Funktionen Cl(�) := (1�	(2�))j�j��F�(� � l) ; f�ur l 2 Z (1.10.8)geh�oren zu L1(R),(F5) Xl2ZZR jF�1Cl(w)jdw <1: (1.10.9)Seien IN die zu � bzw ��N geh�orenden Interpolationsoperatoren (siehe De�nition 1.12). Sei weiter� < s < � und 1 � p �1.Dann existiert eine Zahl C(s; p) > 0, so dass f�ur alle f 2 Bsp;1(T) \ A(T) und alle N 2 N gilt:kf � INf jLp(T)k � CN�skf jBsp;1(T)k: (1.10.10)Bemerkung 1.8(i) Wegen der L1-Zugeh�origkeit der Funkionen F�1A(w); F�1Bl(w) und (siehe (1.10.6) und(1.10.7)) folgt aus Lemma 1.4, dass die Funktionen A(�); Bl(�) und Cl(�) stetig sein m�ussen.Die Stetigkeit von A(�), oder besser: die Tatsahe, dass es in der �Aquivalenzklasse von A(�)einen stetigen Vertreter gibt, zieht nah sih, dass F�(0) = p2� gelten muss. Die Stetigkeit(mit Interpretation) der Funktionen Bl(�) zieht nah sih, dass F�(l) = 0 f�ur alle l 2 Znf0ggelten muss. Die Voraussetzung (1.10.3) ist damit eigentlih redundant.(ii) Mit (F1) ... (F5) wird ein bestimmtes Verhalten von F� lokal sowie global in den Gitterpunk-ten l 2 Z gefordert. Diese Forderungen sind z.B. mit den Strang-Fix-Bedingungen realisiert.Wir zerlegen den Beweis von Satz 1.10 in zwei Lemmatas.Lemma 1.21 Sei � : R ! R eine Funktion, die (E1), (E2), (1.10.2), (1.10.3), (F1), (F2) und (F3)erf�ullt. Sei 0 < s < � und 1 � p � 1. Dann existiert eine Konstante C(s; p) > 0, so dass f�ur alleN 2 N und f�ur alle f 2 T2N�1kf � INf jLp(T)k � CN�skf jBsp;1(T)k (1.10.11)gilt.Beweis Sei N 2 N und f 2 T2N�1 � A(T). Wegen (1.10.2) und Lemma 1.17 ist INf 2 A(T).Damit gilt im Sinne der gleihm�assigen Konvergenz:f(x)� INf(x) = Xm2Z m(f)�Nm(��N )Xl2Zm+lN (f)! eimx: (1.10.12)



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 32Ersetzt man in (1.10.12) m(��N ) mittels Satz 1.9, so erh�alt man:f(x) � INf(x) = Xm2Z m(f)�N 1Np2�F��mN �Xl2Zm+lN (f)! eimx= Xm2Z24m(f)� 1p2� 0�m(f)F��mN �+F��mN �Xl6=0 m+lN (f)1A35 eimx= Xm2Zm(f)�1� 1p2�F��mN �� eimx�Xm2Z 1p2�F��mN �Xl6=0 m+lN (f)eimx:In der ersten Summe kann aufgrund von (1.10.3) ohne m = 0 summiert werden. Man erh�alt:f(x)� INf(x) = F1(x)� F2(x);mit F1(x) := Xm6=0 m(f)�1� 1p2�F��mN �� eimx und (1.10.13)F2(x) := Xm2Z 1p2�F��mN �Xl6=0 m+lN (f)eimx: (1.10.14)Geht man jetzt zur Norm �uber, so ergibt sih:kf(x)� INf(x)jLp(T)k � kF1jLp(T)k+ kF2jLp(T)k:Wir nehmen uns nun der Summanden auf der rehten Seite an. F1(x) l�asst sih folgendermassenumshreiben: F1(x) = Xm6=0 m(f)jmj�M(m)eimxmit M(�) := 	� �2N� j�j���1� 1p2�F�(�)� :Der erg�anzte Term 	 � m2N � �andert nihts, da mit f auh F1 ein trigonometrishes Polynom derOrdnung 2N � 1 und 	 � m2N � = 1 f�ur jmj � 2N � 1 ist.Wir wollen jetzt Lemma 1.6 auf F1(x) anwenden. Dazu ist zu zeigen, dass(i) M 2 L1(R) und(ii) F�1M 2 L1(R) gilt.Punkt (i) folgt sofort, wenn man in RR jM(�)jd� die Substitution � = �=N durhf�uhrt. Man erh�altdann im wesentlihen das Integral �uber den Betrag von A(�), welhes nah Voraussetzung existiert.Um (ii) zu zeigen, besha�t man sih als erstes F�1M :F�1M(y) = 1p2� ZR 	� �2N � j�j���1� 1p2�F�� �N �� ei�y d�(� = �=N) = N��N 1p2� ZR 	��2� j�j���1� 1p2�F�(�)� ei�(Ny)d�= N��N(F�1A)(Ny)



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 33Also gilt wegen (F3):ZR jF�1M(y)jdy = N��N ZR j(F�1A)(Ny)jdy=(w = Ny) N�� ZR j(F�1A)(w)jdw= N��C (1.10.15)< 1:Lemma 1.6 kann damit auf das trigonometrishe Polynom F1 angewendet werden. Es ergibt sih:F1(x) = 1p2� ZR F�1M(y)Xm6=0 m(f)jmj�eim(x�y)dyund damit kF1(x)jLp(T)k � ZR F�1M(y)Xm6=0 m(f)jmj�eim(x�y)dy������Lp(T) :An dieser Stelle hilft wieder Folgerung 1 weiter. Damit folgt:kF1(x)jLp(T)k � Xm6=0 m(f)jmj�eimx������Lp(T) ZR jF�1M(y)jdy(1.10.15) � CN�� Xm6=0 m(f)jmj�eimx������Lp(T) : (1.10.16)Analog verf�ahrt man mit F2(x). Die iterierte Reihe in (1.10.14) ist absolut konvergent, denn:Xm2Z 1p2� ���F��mN ����Xl6=0 jm+lN (f)j| {z }=:<1 � Xm2Z���F��mN ���� (1.10.17)< 1;da ��N 2 A(T) nah Voraussetzung gilt und man in (1.10.17) im wesentlihen die Betr�age derFourierkoeÆzienten von ��N aufsummiert. Die Summation ist demzufolge wegen des Cauhy shenDoppelreihensatzes vertaushbar, also:F2(x) = 1p2�Xl6=0 Xm2ZF��mN � m+lN (f)eimx:Wir gehen zur Lp(T)-Norm �uber und erhalten:kF2jLp(T)k = 1p2� Xl6=0 Xm2ZF��mN � m+lN (f)eimx������Lp(T)(4-Ungleihung) � Xl6=0 Xm2ZF��mN � m+lN (f)eimx�����Lp(T)Die Lp-Norm einer Funktion ist invariant gegen�uber Multiplikation mit Funktionen, deren Betrag1 ist. Es kann also in der Norm problemlos mit eilNx multipliziert werden. Weiterhin multiplizierenwir noh mit 	 �m+lN2N �. Wie oben �andert sih nihts, da f 2 T2N�1 gilt. Wir haben also:kF2(x)jLp(T)k �Xl6=0 Xm2ZF��mN � m+lN (f)	�m+ lN2N � ei(m+lN)x�����Lp(T) : (1.10.18)



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 34Ist m + lN = 0 f�ur l 6= 0, so ist 0 6= m = �lN und wegen (1.10.3) F� �mN � = 0. Demnah kannman (1.10.18) auh shreiben als:kF2(x)jLp(T)k �Xl6=0  Xm2Z;m+lN 6=0Ml(m)jm+ lN j�m+lN (f)ei(m+lN)x������Lp(T) ; (1.10.19)mit Ml(�) = F�� �N � j� + lN j��	�� + lN2N � :Als n�ahstes wenden wir wieder Lemma 1.6 an. Dazu ist die Zugeh�origkeit der Ml zu L1(T)zu pr�ufen. Mit einer o�ensihtlihen Substitution bringt man RR jMl(�)jd� im wesentlihen aufRR jBl(�)jd�, was nah (F3) existiert. Analog zu (1.10.15) erh�alt man hier:ZR jF�1Ml(y)jdy = N��N ZR jF�1Bl(Ny)jdy= N�� ZR jF�1Bl(w)jdw (1.10.20)< 1:Lemma 1.6 kann also auf das trigonometrishe PolynomXm2Z;m+lN 6=0Ml(m)jm+ lN j�m+lN (f)ei(m+lN)xin (1.10.19) angewendet werden. Damit erhalten wir:kF2(x)jLp(T)k � Xl6=0 ZR F�1Ml(y)Xm2Zjm+ lN j�m+lN (f)ei(m+lN)(x�y)dy������Lp(T)(Folgerung 1) � Xl6=0 ZR jF�1Ml(y)j Xm2Zjm+ lN j�m+lN (f)ei(m+lN)x�����Lp(T) dy:Das trigonometrishe Polynom in der Lp(T) - Norm ist unabh�angig von der Summation. Dasergibt: kF2(x)jLp(T)k � Xm2Zjmj�m(f)eimx�����Lp(T)Xl6=0 ZR jF�1Ml(y)jdy| {z }�N�� RRjF�1Bl(w)jdw(1.10.20) � N�� Xm2Zjmj�m(f)eimx�����Lp(T)Xl6=0 ZR jF�1Bl(w)jdw:Mit (F3) folgt damit kF2(x)jLp(T)k � N��C Xm2Zjmj�m(f)eimx�����Lp(T) : (1.10.21)Bleibt nur noh Xm2Zjmj�m(f)eimx�����Lp(T) (1.10.22)



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 35zu untersuhen.Eine Funktion g 2 T2N�1 besitzt die Darstellung:g(x) = Xjkj�2N�1 m(g)eimxWir nutzen jetzt die Struktur der in De�nition 1.5 eingef�uhrten de la Valee Poussin-Kerne aus.Es gelte 2r�1 � 2N � 1 < 2r. Dann folgt mit (1.5.12) die Gleihung:g = V2r+1�1g:Mittels einer Teleskopsumme erh�alt man die Darstellung:g = rXl=1(V2l+1�1g � V2l�1g) + V1(g):Formel (1.5.11) l�asst nun eine Aussage dar�uber zu, welhe Frequenzen in den trigonometrishenPolynomen V2l+1�1g � V2l�1g f�ur l = 1:::r vorkommen.Es folgt sofort, dass f�ur jmj � 2l�1 gilt:m(V2l+1�1g � V2l�1g) = 0:Damit �ndet man folgende Darstellung mit Zahlen vlm 2 R (diese ergeben sih aus (1.5.11)):V2l+1�1g � V2l�1g = X2l�1<jmj�2l+1 vlmm(g)eimx:Insgesamt erh�alt man: g(x) = rXl=1 X2l�1<jmj�2l+1 vlmm(g)eimx + V1g: (1.10.23)Dieses Resultat wenden wir jetzt auf die uns interessierende Funktion (siehe (1.10.22))~f(x) = Xjmj�2N�1 jmj�m(f)eimx an.Davon interessiert uns die Lp(T)-Norm. Mit der Dreieksungleihung und der Tatsahe, dass V1 ~f =V1f gilt, folgt die Ungleihung:k ~f jLp(T)k � rXl=1  X2l�1<jmj�2l+1 vlmm(f)jmj�eimx������Lp(T)+ kV1f jLp(T)k:Wir kommen jetzt zur Anwendung des Satzes 1.2 auf den Ausdruk in der Norm. Ziel soll es sein,das Gewiht jmj� zu Lasten einer Konstanten unabh�angig von l und von N (d.h. unabh�angig vonr) zu entfernen. Im Satz 1.2 ist die dort mit d� bezeihnete Gr�osse von Interesse. Man sieht leiht,dass maxfk �m : 2l�1 < jkj < 2l+1; 2l�1 < jmj < 2l+1g = 2l+2gilt. Jetzt gilt:k ~f jLp(T)k � rXl=1  X2l�1<jmj�2l+1 vlmm(f)jmj�eimx������Lp(T)+ kV1f jLp(T)k= rXl=1  X2l�1<jmj�2l+1 vlmm(f)2�(l+2) ��� m2l+2 ���� eimx������Lp(T)+ kV1f jLp(T)k= rXl=1 2�(l+2)  X2l�1<jmj�2l+1 vlmm(f)Pl(m)eimx������Lp(T)+ kV1f jLp(T)k;



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 36wobei Pl(x) = � jxj2l+2�� �� x2l+1� (1.10.24)und � : R ! R eine C10 (R)-Funktion mit der Eigenshaft�(x) =8<: 0 : jxj � 181 : 14 � jxj � 10 : jxj > 2 ist.F�ur 2l�1 < jmj � 2l+1 und damit 14 < �� m2l+1 �� � 1 gilt n�amlihPl(m) = � jmj2l+2�� �� m2l+1� = � jmj2l+2�� :Mit (1.10.24) ist sihergestellt, dass Pl 2 C10 (R) � W 12 (R) f�ur alle l 2 N gilt. Erst jetzt wendetman Satz 1.2 an und erh�alt:k ~f jLp(T)k � rXl=1 2�(l+2)kPl(2l+2�)jW 12 (R)k �  X2l�1<jmj�2l+1 vlmm(f)eimx������Lp(T)+kV1f jLp(T)k(1.10.23) = rXl=1 2�(l+2)kPl(2l+2�)jW 12 (R)k � kV2l+1�1f � V2l�1f jLp(T)k+ kV1f jLp(T)k(P (x) = jxj��(2x)) = rXl=1 2�(l+2) kP jW 12 (R)k| {z }unabh. von l und r �kV2l+1�1f � V2l�1f jLp(T)k+ kV1f jLp(T)k� C rXl=1 2�(l+2)kV2l+1�1f � V2l�1f jLp(T)k+ kV1f jLp(T)k:Mit der letzten Absh�atzung ist man shon fast am Ziel. Man greift jetzt auf die in Satz 1.4eingef�uhrte Charakterisierung der Nikolskij-Besov-R�aume zur�uk:kf jBsp;1(T)kV = kf jLp(T)k+ supj=0;1;::: 2jskf � V2j+1�1f jLp(T)k:Im folgendem shreiben wir kf jBsp;1(T)k anstatt kf jBsp;1(T)kV .Zun�ahst ist aber die Tatsahe aus Satz 1.3 n�utzlih. F�ur l = 1:::r gilt n�amlih:kV2l+1�1f � V2l�1f jLp(T)k =(1:5:12) kV2l+1�1(f � V2l�1f)jLp(T)k�(Satz1:3) 3kf � V2l�1f jLp(T)k:Damit ergibt sih (0 < s < �):k ~f jLp(T)k � C2 rXl=1 2�(l+2)2�ls 2lskf � V2l�1f jLp(T)k| {z }�kf jBsp;1(T)k +3 kf jLp(T)k| {z }�kf jBsp;1(T)k :� C3kf jBsp;1(T)k rXl=1 2l(��s) + 3kf jBsp;1(T)k� C4kf jBsp;1(T)k2(r�1)(��s) + 3kf jBsp;1(T)k(2r�1 < 2N � 1)) � C4(2N � 1)��skf jBsp;1(T)k+ 3kf jBsp;1(T)k� C5N��skf jBsp;1(T)k+ 3kf jBsp;1(T)k:



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 37Letztendlih folgt mit (1.10.16) und (1.10.21):kF1jLp(T)k+ kF2jLp(T)k � CN��N��skf jBsp;1(T)k+ CN��kf jBsp;1(T)k(� > s) � CN�skf jBsp;1(T)k �Lemma 1.22 Sei � : R ! R eine Funktion, die (E1), (E2), (1.10.2), (1.10.3), (F4), und (F5)erf�ullt. Sei s > � und 1 � p � 1. Dann existiert eine Konstante C(s; p) > 0, so dass f�ur alleN 2 N und f�ur alle f 2 Bsp;1(T) \ A(T)kIN (f � V2N�1f)jLp(T)k � CN�skf jBsp;1(T)k (1.10.25)gilt.Beweis Sei N 2 N und f 2 Bsp;1(T) \ A(T) fest. Sei m 2 Z. F�ur den FourierkoeÆzientm(IN (f � V2N�1f)) gilt mit Lemma 1.16:m(IN (f � V2N�1f)) = Nm(��N )Xl2Zm+lN (f � V2N�1f)(Satz 1.9) = 1p2�F �mN �Xl2Zm+lN (f � V2N�1f):Um an dieser Stelle Lemma 1.16 anwenden zu k�onnen, ist die Voraussetzung f 2 A(T) wihtig.Ausserdem muss wegen der De�nition der INf (De�nition 1.12) die Stetigkeit von f gesihertwerden. Diese Forderung k�onnte man aber auh ohne A(T) realisieren, indem man zus�atzliheForderungen an s stellt.Wegen (1.10.2) und Lemma 1.17 ist IN (f �V2N�1f) 2 A(T). Damit gilt im Sinne der gleihm�assi-gen Konvergenz auf T:IN (f � V2N�1f)(x) = Xm2Z 1p2�F �mN �Xl2Zm+lN (f � V2N�1f)eimx:Man kann hier wieder ohne weiteres die Summationsreihenfolge vertaushen und erh�alt (im Sinneder gleihm�assigen Konvergenz):IN (f � V2N�1f)(x) =Xl2ZXm2Z 1p2�F �mN � m+lN (f � V2N�1f)eimx:Gleihm�assige Konvergenz auf T zieht Konvergenz im Lp(T)-Sinne nah sih. Geht man also zurLp(T)-Norm �uber, so darf man bzgl. des Summationsindex l die Dreieksungleihung anwendenund man �ndet:kIN (f � V2N�1f)jLp(T)k�Xl2ZXm2ZF �mN � m+lN (f � V2N�1f)eimx�����Lp(T)=Xl2Z Xm2Z;m+lN 6=0F �mN � m+lN (f � V2N�1f)jm+ lN j�jm+ lN j��eimx������Lp(T)=Xl2Z Xm2Z;m+lN 6=0F �mN � m+lN (f � V2N�1f)jm+ lN j�jm+ lN j��ei(m+lN)x������Lp(T) :Im letzten Shritt �andert sih die Norm niht, da mit der Funktion eiNlx multipliziert wurde,welhe im Betrag konstant 1 ist. Der letzte Term �andert sih immer noh niht, wenn wir in der



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 38Norm den Faktor F = �1�	 �2m+lNN �� erg�anzen. Ist n�amlih jm+ lN j � N , so ist aufgrund vonLemma 1.8 m+lN (f � V2N�1f) = 0 und damit spielt F keine Rolle. Ist hingegen jm+ lN j > N ,so ist F = 1 und spielt auh hier keine Rolle. Wir ben�otigen F , um sp�ater die Voraussetzung (F4)und (F5) ausnutzen zu k�onnen. Aussserdem kann man den Summanden mit m + lN = 0 bei derSummation weglassen, da 0(f � V2N�1f) = 0 ist. Wir f�uhren nun die FunktionMl(�) := �1�	�2� + lNN �� j� + lN j��F�� �N �ein und erhalten damit folgendes:kIN (f�V2N�1f)jLp(T)k �Xl2Z Xm2Z;m+lN 6=0m+lN (f � V2N�1f)jm+ lN j�Ml(m)ei(m+lN)x������Lp(T) :Wir erinnern nohmal daran, dass f�ur jedes l 2 Zdie Reihen bzgl.m sogar im Sinne der gleihm�assi-gen Konvergenz existieren. Das heisst insbesondere, dass die Reihen im Lp(T)-Sinne existieren.Jetzt erfolgt noh eine Indextransformation und man erh�alt:kIN (f � V2N�1f)jLp(T)k =Xl2Z Xm2Z;m6=0m(f � V2N�1f)jmj�Ml(m� lN)eimx������Lp(T) :Wir f�uhren damit die Bezeihnunghl(x) =Lp(T) Xm2Z;m6=0m(f � V2N�1f)jmj�Ml(m� lN)eimxein. Wir zeigen als n�ahstes:(i) Es existiert eine Funktion g 2 Lp(T) mit m(g) = jmj�m(f � V2N�1f) und(ii) khljLp(T)k � CkgjLp(T)k ZR jF�1Ml(y)jdy;wobei C > 0 unah�angig von l 2 Z ist.Shritt 1:Wir zeigen (i).Zun�ahst f�uhren wir f�ur k 2 N die trigonometrishen Polynomegk(x) := Xjmj�2k�1 m(f)jmj�eimxein. Sei r 2 N so gew�ahlt, dass 2r � N < 2r+1 gilt. F�urM 2 N betrahten wir das trigonometrishePolynom tM = V2M+1�1gM+1 � V2N�1gr+3:Mittels einer Teleskopsumme erh�alt man folgende Summendarstellung:tM = MXl=r+3(V2l+1�1gl+1 � V2l�1gl) + V2r+3�1(gr+3 � V2N�1gr+3):Hier ist zu beahten, dass 2N � 1 < 2r+2 und damit V2r+3�1 das trigonometrishe PolynomV2N�1gr+3 aufgrund der Eigenshaft (1.5.12) der de la Vall�ee Poussin-Mittel invariant l�asst.Jetzt zeigen wir die Konvergenz der Folge (tM )M2N in Lp(T), indem wir zeigen, dass die Reihe1Xl=r+3(V2l+1�1gl+1 � V2l�1gl)



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 39in Lp(T) absolut konvergiert, d.h. dass1Xl=r+3 kV2l+1�1gl+1 � V2l�1gljLp(T)k <1gilt.Aufgrund der Struktur der de la vallee Poussin-Mittel existieren Zahlen vlmf�ur 2l�1 < jmj � 2l+1 (siehe Beweis des letzten Lemmas) mit:V2l+1�1gl+1 � V2l�1gl = X2l�1<jmj�2l+1 vlmm(f)jmj�eimx: (1.10.26)Jetzt wird vollkommen analog zum Beweis des letzten Lemmas verfahren. Das bringt die folgendeAbsh�atzung:kV2l+1�1gl+1 � V2l�1gljLpTk =(1:10:26)  X2l�1<jmj�2l+1 vlmm(f)jmj�eimx������Lp(T)� C2(l+2)�kV2l+1�1f � V2l�1f jLp(T)k;wobei C > 0 unabh�angig von l und r ist. Damit gilt:1Xl=r+3 kV2l+1�1gl+1 � V2l�1gljLp(T)k � C 1Xl=r+3 2(l+2)�kV2l+1�1f � V2l�1f jLp(T)k� C2 1Xl=r+3 2(l+2)� kf � V2l�1f jLp(T)k| {z }�2�lskf jBsp;1(T)k� C4kf jBsp;1(T)k 1Xl=r+3 2l(��s):Wegen � < s und 2r+3 � N folgt shliesslih1Xl=r+3 kV2l+1�1gl+1 � V2l�1gljLp(T)k � C5N��skf jBsp;1(T)k <1: (1.10.27)Da aus der absoluten Konvergenz die Konvergenz folgt, existiert die Reihe1Xl=r+3(V2l+1�1gl+1 � V2l�1gl)und damit der Grenzwert der (tM )M2N in Lp(T). Wir nennen diesen Grenzwert g. Wegen tM =V2M+1�1gM+1 � V2N�1gr+3 ist o�ensihtlih, dass f�ur alle m 2 Zm(g) = jmj�m(f � V2N�1f)gilt. Wir sind weiterhin an der Lp(T)-Norm von g interessiert. Dazu l�asst sih folgendes aussagen:kgjLp(T)k =  1Xl=r+3(V2l+1�1gl+1 � V2l�1gl) + V2r+3�1(gr+3 � V2N�1gr+3)�����Lp(T)� 1Xl=r+3 kV2l+1�1gl+1 � V2l�1gljLp(T)k+ kV2r+3�1(gr+3 � V2N�1gr+3)jLp(T)k(1.10.27) � C5N��skf jBsp;1(T)k+ kV2r+3�1(gr+3 � V2N�1gr+3)jLp(T)k (1.10.28)



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 40Bleibt noh der zweite Summand. Man �ndet Zahlen wm f�ur 2r < jmj � 2r+3, so dass gilt:V2r+3�1(gr+3 � V2N�1gr+3) =(1:5:12) X2r<jmj�2r+3wmjmj�m(f)eimx= 2(r+4)� X2r<jmj�2r+3wm ��� m2r+4 ���� m(f)eimx= 2(r+4)� X2r<jmj�2r+3wmPr(m)m(f);mit Pr(x) = ��� x2r+4 ���� �� x2r+3� ; wobei�(x) =8<: 0 : jxj � 1161 : 18 � jxj � 10 : jxj > 2eine C10 (R)-Funktion ist. Man sieht wieder (analog zum Beweis des letzten Lemmas), dassPr(m) = �� m2r+4 ��� f�ur 2r < jmj � 2r+3. Geht man zur Norm �uber, erh�alt man:kV2r+3�1(gr+3 � V2N�1gr+3)jLp(T)k = 2(r+4)�  X2r<jmj�2r+3 wmPr(m)m(f)������Lp(T)Jetzt wird Satz 1.2 angewendet. Hierbei ist wieder Pr so konstruiert, dass die gebildete W 12 (R)-Norm von Pr(2r+4�) unabh�angig von r ist. Also folgt:kV2r+3�1(gr+3 � V2N�1gr+3)jLp(T)k � C2(r+4)�  X2r<jmj�2r+3wmm(f)������Lp(T)= C2(r+4)�kV2r+3�1(f � V2N�1f)jLp(T)k� 3C2(r+4)� kf � V2N�1f jLp(T)k| {z }�2�rskf jBsp;1(T)k� C22(��s)rkf jBsp;1(T)k� C3N��skf jBsp;1kZusammen mit (1.10.28) folgt also, dass eine Konstante C > 0 unabh�angig von N existiert, sodass kgjLp(T)k � CN��skf jBsp;1(T)k (1.10.29)gilt.Shritt 2:Wir zeigen (ii).F�ur M 2 N beliebig gilt:khljLp(T)k � khl � V2M�1hljLp(T)k+ kV2M�1hljLp(T)k: (1.10.30)Wir untersuhen nun den Ausdruk kV2M�1hljLp(T)k. Mit (1.5.11) erh�alt man:V2M�1hl = Xjmj�2M�1 m(f � V2N�1f)jmj�Ml(m� lN)v �mM � eimx (1.10.31)



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 41Auf dieses trigonometrishe Polynom wird als n�ahstes Lemma 1.6 angewendet. Dazu ist zu zeigen,dass Ml(� � lN); F�1Ml(� � lN) 2 L1(R) gilt. Es ist Ml 2 L1(R) genau dann, wenn Ml(� � lN) 2L1(R). Wie oben kann man RR jMl(�)jd� mit einer geeigneten Substitution in RR jCl(�)jd� �uberf�uhren(bis auf Vorfaktoren). Dieses Integral existiert nah Voraussetzung. Weiter gilt:(F�1Ml(� � lN))(y) = eilNy(F�1Ml)(y):Damit reiht es RR jF�1Ml(y)jdy <1 zu zeigen. Analog zu (1.10.15) erh�alt man:ZR jF�1Ml(y)jdy = N��N ZR jF�1Cl(Ny)jdy= N�� ZR jF�1Cl(w)jdw (1.10.32)< 1:Lemma 1.6 ist also anwendbar und es ergibt sih:kV2M�1hljLp(T)k =  Xjmj�2M�1 m(f � V2N�1f)jmj�Ml(m� lN)v �mM � eimx������Lp(T)(Lemma 1.6+Folg. 1) �  Xjmj�2M�1 m(f � V2N�1f)jmj�v �mM � eimx������Lp(T) ZR jF�1Ml(y)jdy:Jetzt nutzen wir Punkt (i) aus und vereinfahen die Lp(T)-Norm zu kV2M�1gjLp(T)k:Also folgt: kV2M�1hljLp(T)k � kV2N�1gjLp(T)k ZR jF�1Ml(y)jdy:In (1.10.30) eingesetzt folgt:khljLp(T)k � khl � V2M�1hljLp(T)k+ kV2M�1gjLp(T)k ZR jF�1Ml(y)jdy� khl � V2M�1hljLp(T)k+ 3kgjLp(T)k ZR jF�1Ml(y)jdy: (1.10.33)Lemma 1.10 sihert limM!1 khl � V2M�1hljLp(T)k = 0. Wegen der Stetigkeit von hl gilt dies auhf�ur p =1. Folglih istkhljLp(T)k � 3kgjLp(T)k ZR jF�1Ml(y)jdy(1.10.29) � CN��skf jBsp;1(T)k ZR jF�1Ml(y)jdy(1.10.32) = CN�skf jBsp;1(T)k ZR jF�1Cl(y)jdy: (1.10.34)



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 42Damit haben wir shliesslihkIN(f � V2N�1f)jLp(T)k � Xl2ZkhljLp(T)k(1.10.34) � CN�skf jBsp;1(T)kXl2ZZR jF�1Cl(y)jdy�(F5) C2N�skf jBsp;1(T)k �Mit dieser Vorarbeit folgt jetzt unmittelbar derBeweis des Satzes 1.10Sei also jetzt � < s < �. Es gilt:kf � INf jLp(T)k = kf � V2N�1f + V2N�1f � IN (V2N�1f) + IN (V2N�1f)� INf jLp(T)k� kf � V2N�1f jLp(T)k+ kV2N�1f � IN (V2N�1f)jLp(T)k+kIN (V2N�1f � f)jLp(T)k: (1.10.35)F�ur den ersten Summanden gilt:kf � V2N�1f jLp(T)k � C1N�skf jBsp;1(T)k: (1.10.36)Da V2N�1f 2 T2N�1, k�onnen wir den zweiten Summanden mittels Lemma 1.21 absh�atzen. Esfolgt: kV2N�1f � IN (V2N�1f)jLp(T)k � C2N�skV2N�1f jBsp;1(T)k: (1.10.37)Den dritten Summand vergr�ossert man mittels Lemma 1.22 und man erh�alt:kIN (V2N�1f � f)jLp(T)k � C3N�skf jBsp;1(T)k (1.10.38)Bleibt also nur noh kV2N�1f jBsp;1(T)k � C4kf jBsp;1(T)kzu zeigen, wobei C4 unabh�angig von N ist.Sei r so gew�ahlt, dass 2r � N < 2r+1 gilt. Dann istkV2N�1f jBsp;1(T)k = kV2N�1f jLp(T)k+ supj=0;:::;r+1 2jskV2N�1f � V2j+1�1(V2N�1f)jLp(T)k;da V2j+1�1V2N�1f = V2N�1ff�ur j > r + 1.Sei 0 � j � r + 1. Weiter gilt:kV2N�1f � V2j+1�1(V2N�1f)jLp(T)k � kV2N�1f � f jLp(T)k+ kf � V2j+1�1f jLp(T)k+kV2j+1�1(f � V2N�1f)k:Damit erh�alt man:kV2N�1f jBsp;1(T)k � 3kf jLp(T)k+ supj=0;1;::: 2jskf � V2j+1�1f jLp(T)k+Nskf � V2N�1f jLp(T)k+ 3Nskf � V2N�1f jLp(T)k



1.10 Fehlerabsh�atzungen in der Lp -Norm, erste Resultate 43Die letzten beiden Terme wurden oben shon abgesh�atzt. Damit erh�alt man:kV2N�1f jBsp;1(T)k � (3 + 4C1)| {z }=:C4 kf jBsp;1(T)k (1.10.39)Setzt man alles in (1.10.35) ein, so folgt shliesslih:kf � INf jLp(T)k � CN�skf jBsp;1(T)k: �Im folgenden Corollar wird die Fehlerabsh�atzung f�ur kf�INf jLp(T)k f�ur alle stetigen Funktionenf 2 Bsp;1(T) gezeigt. Die Stetigkeit von f ist mindestens n�otig, da der Interpolationsprozessandernfalls niht sinnvoll erkl�art ist.Die Stetigkeit von f k�onnte man beispielsweise realisieren, indem man den Besov-Raum Bsp;1(T)mit s > 1p zugrunde legt.Corollar 1 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 1.10. Sei � < s < � und 1 � p � 1. Dannexistiert eine Konstante C > 0, so dass f�ur alle N 2 N und f�ur alle stetigen f 2 Bsp;1(T)kf � INf jLp(T)k � CN�skf jBsp;1(T)kgilt.Beweis Sei f 2 Bsp;1(T) und N 2 N. Wir betrahten die Di�erenzkf � INf jLp(T)k = kf � V2M�1f + V2M�1f � IN (V2M�1f) + IN (V2M�1f)� INf jLp(T)k� kf � V2M�1f jLp(T)k+ kV2M�1f � IN (V2M�1f)jLp(T)k+kIN (V2M�1f)� INf jLp(T)k: (1.10.40)Sei " > 0. Wegen Lemma 1.10 �ndet man ein M0("), so dass f�ur alle M >M0kf � V2M�1f jLp(T)k < "=2 (1.10.41)gilt. Den zweiten Summanden sh�atzt man mit Satz 1.10 ab. Da V2M�1f 2 A(T)\Bsp;1(T), folgt:kIN (V2M�1f)� V2M�1f jLp(T)k � CN�skV2M�1f jLp(T)k(siehe (1.10.39)) � C2N�skf jBsp;1(T)k (1.10.42)F�ur den dritten Summand gilt:kIN (V2M�1f)� INf jLp(T)k =  Xl2JN(V2M�1f � f)(xl)��N (x� xl)�����Lp(T)� Xl2JN j(V2M�1f � f)(xl)j k��N(x)jLp(T)k� k��N(x)jLp(T)k Xl2JN kV2M�1f � f jL1(T)k(Lemma 1.10) < "=2 ; (1.10.43)f�ur M >M1(N; ").Setzt man nun (1.10.41), (1.10.42) und (1.10.43) in (1.10.40) ein, so erh�alt man unabh�angig vonM : kf � INf jLp(T)k � "+ C2N�skf jBsp;1(T)k:Diese Absh�atzung gilt f�ur alle " > 0, was shliesslihkf � INf jLp(T)k � C2N�skf jBsp;1(T)kzur Folge hat. �



1.11 Interpolation mit de la Vall�ee Poussin - Kernen,Ein Beispiel 441.11 Interpolation mit de la Vall�ee Poussin - Kernen,Ein BeispielAls n�ahstes geben wir eine konkrete Interpolationsoperatorenfolge an, indem wir eine Funktion ��nden, die den Voraussetzungen gen�ugt. Diese speziellen Interpolationsoperatoren ben�otigen wirauh im folgenden Kapitel, in dem es um periodishe Interpolation auf T2 geht. Das Beispiel sollanhand der Forderungen an die zugrundeliegende Funktion � und ihre Fouriertransformierte F�im Satz 1.10 motiviert werden.Die Funktion � muss (E1) erf�ullen, woraus sih sofort ergibt, dassZR F�(�) d� = p2� (1.11.1)gelten muss. Die stetige Funktion F� muss weiterhin (1.10.3) erf�ullen, was man z.B. realisiert,wenn sih der Tr�ager von F� in (�1; 1) be�ndet. Ausserdem sollen die Fundamentalinterpolanten��N zu A(T) geh�oren, was bedeutet, dass1p2�N Xk2Z����F�� kN����� <1gelten muss. Auh diese Forderung realisiert man mit einem kompakten Tr�ager von F�. Der Kernder Konstruktion ist aber die Tatsahe, dass durh einen kompakten Tr�ager von F� ein stetigesf durh IN auf ein trigonometrishes Polynom vom Grade h�ohstens N abgebildet wird (sieheLemma 1.16). Zus�atzlih sind noh die Forderungen (F1),...,(F5) aus Satz 1.10 zu erf�ullen. Ist derTr�ager von F� in (�1; 1), womit F� in Umgebungen von Gitterpunkten 6= 0 vershwindet, undsihert man F� konstant p2� in einer Umgebung der Null, so werden die Funktionen A und Blzu stetigen Funktionen mit kompaktem Tr�ager f�ur alle � > 0. Damit ist (F1) f�ur alle � > 0 erf�ullt.Aufgrund des Faktors (1 � 	(2�)) sind die Funktionen Cl stetig mit kompaktem Tr�ager f�ur alle� > 0, womit (F4) erf�ullt ist.Sei jetzt 0 < � < 12 . Dann sind die bis jetzt diskutierten Forderungen realisierbar, wenn F� einest�ukweise lineare Funktion der Gestalt
PSfrag replaements p2�

�
F�(�)

12 + �12 � ��� 12��� 12ist. Diese Darstellung ist in einem gewissen Sinne zwingend. Legt man sih qualitativ auf dieseGestalt fest, so muss das ebene St�uk eht vor � = 12 enden, da sonst (1.11.1) und die Stetigkeitniht mehr gleihzeitig realisierbar sind. Die L�ange des shr�agen St�ukes ergibt sih dann aus derForderung (1.11.1). Damit kommt man zu der obigen Darstellung. Hat F� diese Gestalt, so kannman die Funktionen A(�) und Bl(�) aus den Voraussetzungen des Satzes 1.10 f�ur alle � > 0 alsProdukte einer st�ukweise linearen Funktion mit kompaktem Tr�ager und einer C10 (R)-Funktionau�assen. Aufgrund der UngleihungkF�1M jL1(R)k � kM jW 12 (R)k



1.11 Interpolation mit de la Vall�ee Poussin - Kernen,Ein Beispiel 45(siehe Bemerkung 1.3) geh�oren also die inversen Fouriertransformierten dieser Funktionen zuL1(R). Forderung (F3) ist wegen des kompakten Tr�agers von F� nur eine endlihe Summe unddamit endlih.Bis jetzt sind also die Forderungen (F1), (F2), (F3) und (F4) f�ur alle �; � > 0 erf�ullt. Wegen deskompakten Tr�agers von F� ist f�ur l gross genug Cl(�) = F�(��l)j�j� . Mit obiger Ungleihung erh�altman kF�1CljL1(R)k � kCljW 12 (R)k =   F�(� � l)j � j� ����W 12 (R) :Die Tr�ager dieser Funktionen liegen um l 2 Z. Betrahtet man also die L2(R)-Norm dieser Funktionund ihrer ersten (distributiven) Ableitung, so sieht man leiht, dass F�(� � l)j � j� ����W 12 (R) � 1jlj�gilt. Folglih ist (F5) f�ur � > 1 gesihert.Sei also f�ur 0 < � < 12F��(�) := p2�8<: 1 : j�j � 12 � �12� � 12 + �� j�j� : 12 � � < j�j < 12 + �0 : 12 + � � j�j :Eine elementare Rehnung zeigt, dass daf�ur��(x) = 2sin �x2 � sin(�x)�x2gelten muss. Mit dieser Funktion sind jetzt auh sofort die Eigenshaften (E1) und (E2) gesihert.Wir bezeihnen mit I�N die zu �� geh�orenden Interpolationsoperatoren. Diese Konstruktion bietetnoh einen entsheidenden Vorteil, den wir im folgenden Lemma formulieren:Lemma 1.23 Sei 0 < � < 1=2 und N 2 N. I�N bezeihnet den in diesem Abshnitt erkl�artenInterpolationsoperator. Sei M = b(1=2� �)N. Dann gilt f�ur alle t 2 TMI�N t = t:Beweis Sei t(x) = eikx mit jkj � (1=2 � �)N . Es gen�ugt zu zeigen, dass `(I�N (eik�)) = Æ`;k f�ur` 2 Z gilt. Mit Satz 1.9 und Lemma 1.16 gilt:`(I�Neik�) = 1p2�F���Ǹ � �� 1 : N j`� k0 : sonst ; (1.11.2)wobei mit N j` � k "N teilt ` � k" gemeint ist. Wegen jkj � (1=2 � �)N folgt daraus sofortk(I�N (eik�)) = 1. Sei ` 6= k. Wegen (1.11.2) ist `(I�N (eik�)) = 0 f�ur �� Ǹ � kN �� < 1. Im Falle�� Ǹ � kN �� � 1 muss wegen jkj � (1=2� �)N die Ungleihung �� Ǹ �� � (1=2 + �) gelten. Und damitist F�� � Ǹ � = 0. Also ist `(I�N (eik�)) = 0. �Wir werden dieses Resultat in Kapitel 2 verwenden, wo wir mit Hilfe dieser Interpolationsope-ratoren approximieren. Die Anwendung von Corollar 1 auf diese Interpolation f�uhrt uns jetzt zufolgendemLemma 1.24 Seien 0 < � < 12 und I�N die gerade eingef�uhrten Interpolationsoperatoren. Seiweiter 1 � p � 1 und s > 1. Dann existiert eine Konstante C(s; p) > 0 derart, dass f�ur alleN 2 N und alle f 2 Bsp;1(T)kf � I�Nf jLp(T)k � CN�skf jBsp;1(T)k (1.11.3)gilt. �



1.11 Interpolation mit de la Vall�ee Poussin - Kernen,Ein Beispiel 46Man brauht hier niht noh zus�atzlih die Stetigkeit von f zu fordern, da diese aufgrund vonBsp;1(T) ,! C(T) shon gesihert ist.Im Falle p =1 f�uhrt eine Folgerung aus einem Resultat von Ries, Stens (siehe dazu [Si2, Propo-sition 1℄) zu folgender Aussage:Lemma 1.25 Seien 0 < � < 12 und I�N die gerade eingef�uhrten Interpolationsoperatoren. Seiweiter s > 0. Dann existiert eine Konstante C(s) > 0, so dass f�ur alleN 2 N und alle f 2 Bs1;1(T)kf � I�Nf jL1(T)k � CN�skf jBs1;1(T)k (1.11.4)gilt. (Die L1(T)-Norm kann hier selbstverst�andlih durh die C(T)-Norm ersetzt werden. ) �Mit Hilfe komplexer Interpolation und diesen beiden Lemmatas ist es jetzt m�oglih, die Absh�atzung(1.11.3) auf Werte s > 1=p zu erweitern. Da die Menge der trigonometrishen Polynome niht dihtin den R�aumen Bsp;1(T) liegt, f�uhren wir f�ur den Abshluss dieser Menge eine neue Bezeihnungein:De�nition 1.13 Sei 1 � p � 1 und s > 0. Wir bezeihnen mit bsp;1(T) den Abshluss desUnterraumes SN2N0 TN in Bsp;1(T). �Die R�aume bsp;1(T) eignen sih gut f�ur eine komplexe Interpolationsmethode. Es gilt f�ur # 2 (0; 1),s0; s1 > 0, 1 � p0; p1 � 1 unds = (1� #)s0 + #s1 ; 1p = 1� #p0 + #p1die Gleihheit [bs0p0;1(T); bs1p1;1(T)℄# = bsp;1(T):Desweiteren weiss man, dass bzgl. dieser Methode auh[Lp0(T); Lp1(T)℄# = Lp(T)gilt. Es interessiert hierbei niht, wie die Interpolationsmethode genau funktioniert. Wir verweisenauf [Tr2, 2.4.2 zusammen mit 1.18℄. (Die Ausdehnung auf p0; p1 =1 funktioniert dabei reibungs-los). Die entsheidende Tatsahe ist folgendes:Seien E;F lineare Hausdor�-R�aume mit bs0p0;1(T); bs1p1;1(T) ,! E und Lp0(T); Lp1(T) ,! F (mank�onnte hier z.B. E = F = L1(T) nehmen). Sei weiter T : E ! F ein linearer Operator und dieEinshr�ankungen T : bs0p0;1(T)! Lp0(T) ; T : bs1p1;1(T)! Lp1(T)stetig. Dann istbsp;1(T) = [bs0p0;1(T); bs1p1;1(T)℄# ,! E ; Lp(T) = [Lp0(T); Lp1(T)℄# ,! Fund T : bsp;1(T)! Lp(T)ist stetig mitkT : bsp;1(T)! Lp(T)k � kT : bs0p0;1(T)! Lp0(T)k1�# � kT : bs1p1;1(T)! Lp1(T)k# (1.11.5)Satz 1.11 Seien 0 < � < 12 und I�N die gerade eingef�uhrten Interpolationsoperatoren. Sei weiter1 � p � 1 und s > 1=p . Dann existiert eine Konstante C(s; p) > 0, so dass f�ur alle N 2 N undalle f 2 Bsp;1(T) kf � I�Nf jLp(T)k � CN�skf jBsp;1(T)kgilt.



1.11 Interpolation mit de la Vall�ee Poussin - Kernen,Ein Beispiel 47Beweis Sei also (s; 1=p) mit 1 < p < 1 und s > 1=p gegeben. Sei p0 = 1 und p1 = 1. Wirw�ahlen eine Zahl 1 < s0 < p � s. Damit existiert eine Zahl s1 > 0, mit(i) 1p = 1�#p0 + #p1(ii) s = (1� #)s0 + #s1f�ur ein # 2 (0; 1). Es gilt n�amlih (i) , # = 1 � 1=p. Und damit (i); (ii) , s1 = s� s0p1� 1p > 0. Wirbetrahten den Operator I � I�N : C(T)! C(T):Wir setzen hier also E = F = C(T). Lemma 1.24 und Lemma 1.25 geben Auskunft �uber dasVerhalten von I � I�N zwishen den Ekr�aumen. D.h. es gilt:kI � I�N : bs0p0;1(T)! Lp0(T)k � C0N�s0 und kI � I�N : bs1p1;1(T)! Lp1(T)k � C1N�s1 :Mit (1.11.5) folgt dann:kI � I�N : bsp;1(T)! Lp(T)k � C1�#0 C#1| {z }(p;s) N�s0(1�#)N�s1#= N�s: (1.11.6)Sei jetzt f 2 Bsp;1(T). Dann gilt wegen (1.11.6) f�ur alle M 2 N die Ungleihung:kV2M�1f � I�N (V2M�1f)jLp(T)k � N�skV2M�1f jbsp;1(T)k= N�skV2M�1f jBsp;1(T)k�(1:10:39) CN�skf jBsp;1(T)k: (1.11.7)Damit haben wir:kf � I�Nf jLp(T)k � kf � V2M�1f jLp(T)k+ kV2M�1f � I�N (V2M�1f)jLp(T)k| {z }�CN�skf jBsp;1(T)k+ kI�N (V2M�1f � f)jLp(T)k:Sei " > 0. Dann existiert wegen Lemma 1.10 und der Stetigkeit von f ein M , so dasskf � V2M�1f jLp(T)k+ kI�N (V2M�1f � f)jLp(T)k < " gilt.Wegen (1.11.7) ist also kf � I�Nf jLp(T)k � CN�skf jBsp;1(T)k: �F�ur bestimmte Zweke ist es erforderlih, die Fundamnetalinterpolanten ��N (x) als Linearkombi-nation von Dirihlet-Kernen darzustellen. Damit meinen wir die trigonometrishen PolynomeDM (x) = Xjkj�M eikx f�ur M 2 N0(siehe Abshnitt 1.5, dort haben diese Kerne noh den Vorfaktor 12 ). Wir wissen:��N (x) = Xj`j�(1=2+�)N F (`)ei`x;
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PSfrag replaements 1N � F (m0) F (m1)

1N 12�N2
m0 m1(1=2� �)N (1=2 + �)N1�

F (�)

mit F (�) = 1p2�NF�� � �N �. In der Abbildung ist diese Funktion graphish dargestellt.Dabei kommen die nat�urlihen Zahlen m0;m1 folgendermassen zustande:m0 := d(1=2� �)Ne und m1 := b(1=2 + �)N:Wir weisen daraufhin, dass durh d�e bzw. b� aufgerundet bzw abgerundet wird und ganze Zahlenniht ver�andert werden. m0 bzw. m1 k�onnen also durhaus mit (1=2 � �)N bzw. (1=2 + �)Nzusammenfallen. Wir setzen voraus, dass das N hinreihend gross ist, so dass wir keine Spezialf�allebetrahten m�ussen. Sei also N so gross, dass m1 > m0 gilt. Mit Hilfe der Abbildung kann mandann die Linearkombination sofort hinshreiben: Wir haben:��N(x) = � 1N � F (m0)�Dm0�1(x) + m1�1Xk=m0 12�N2Dk(x) + F (m1)Dm1(x)= 1N �1� 12� (1=2 + ��m0=N)�Dm0�1(x) + m1�1Xk=m0 12�N2Dk(x)+ 12�N (1=2 + ��m1=N)Dm1(x):Gilt m0 = (1=2� �)N und m1 = (1=2 + �)N , so ist��N (x) = 1N 1m1 �m0 m1�1Xk=m0Dk(x): (1.11.8)Dabei erinnert 1m1�m0 m1�1Pk=m0Dk(x) stark an die in De�nition 1.4/(1.5.3) eingef�uhrten de la Vall�eePoussin-Kerne. Daher sprehen wir in diesem Abshnitt auh von Interpolation mit de la Vall�eePoussin-Kernen. Wir werden im Folgenden f�ur � = 1=4 eine explizite Darstellung der Fundamen-talinterpolanten ��N(x) angeben. Damit w�are man dann in der Lage, die Funktionen INf explizitzu berehnen. Dazu shlagen wir einen anderen Weg als den eben begonnenen ein.Sei also jetzt � = 1=4. Dann ist�(x) := � 14 (x) = 8sin �x2 � sin �x4 �x2 :



1.11 Interpolation mit de la Vall�ee Poussin - Kernen,Ein Beispiel 49Wir betrahten f�ur ein N 2 N��N(x) = 8X̀2Z sin �Nx+2�`N2 � sin �Nx+2�`N4 �(Nx+ 2�`N)2= 8N2 X̀2Z sin �Nx+2�`N2 � sin �Nx+2�`N4 �(x+ 2�`)2Wir betrahten diese Reihe vorerst auf (��; �)nf0g, um die Null im Nenner zu umgehen. Mit denAdditionstheoremen erh�alt mansin�Nx+ 2�`N2 � = sin�Nx2 � os(�`N) + os�Nx2 � sin(�`N)= sin�Nx2 � (�1)`N :Analog bekommt mansin�Nx+ 2�`N4 � = sin�Nx4 � os��2 `N�+ os�Nx4 � sin��2 `N�= a`N sin�Nx4 �+ b`N os�Nx4 � ;mit ak = os�k�2� = 8>><>>: 1 : k � 0(4)0 : k � 1(4)�1 : k � 2(4)0 : k � 3(4) und bk = sin�k�2� = 8>><>>: 0 : k � 0(4)1 : k � 1(4)0 : k � 2(4)�1 : k � 3(4) :man erh�alt die Darstellung:��N(x) = 8N2 sin�Nx2 � sin�Nx2 � X̀2Z a`N(x+ 2�`)2 � os�Nx4 �X̀2Z b`N(x+ 2�`)2! (1.11.9)Als n�ahstes betrahten wir die Reihen(1) X̀2Z a`N(x+ 2�`)2 und (2) X̀2Z b`N(x+ 2�`)2 :Dazu ist eine Falluntersheidung f�ur die nat�urlihe Zahl N n�otig.1. Fall: N ist ungerade.In (1) fallen vershwinden alle Summanden, bei denen `N ungerade ist. Das f�uhrt zu folgenderGleihheit: X̀2Z a`N(x+ 2�`)2 = X̀2Z a4`N(x+ 2�4`)2 +X̀2Z a(4`+2)N(x + 2�(4`+ 2))2 :Das ergibt: P̀2Z a`N(x+2�`)2 = P̀2Z 1(x+2�4`)2 � P̀2Z 1(x+2�(4`+2))2 :Man kann die Reihe aufgrund Ihrer absoluten Konvergenz derartig umordnen.In (2) vershwinden die Reihenglieder, bei denen `N gerade, d.h. ` gerade ist. Man erh�alt damit:X̀2Z b`N(x+ 2�`)2 = X̀2Z b(4`+1)N(x+ 2�(4`+ 1))2 + X̀2Z b(4`+3)N(x+ 2�(4`+ 3))2 : (1.11.10)



1.11 Interpolation mit de la Vall�ee Poussin - Kernen,Ein Beispiel 50Fall 1.1: Es ist N � 1(4).Dann vereinfaht sih (1.11.10) zuP̀2Z b`N(x+2�`)2 = P̀2Z 1(x+2�(4`+1))2 � P̀2Z 1(x+2�(4`+3))2 :Fall 1.2: Es ist N � 3(4).Dann erh�alt man: P̀2Z b`N(x+2�`)2 = P̀2Z 1(x+2�(4`+3))2 � P̀2Z 1(x+2�(4`+1))2 :2. Fall N ist gerade.Das hat zur Folge, dass `N gerade ist und damit vershwindet (2) komplett, d.hP̀2Z b`N(x+2�`)2 = 0 :Fall 2.1: Es ist N � 0(4).Dann ist auh `N � 0(4), was P̀2Z a`N(x+2�`)2 = Pl2Z 1(x+2�`)2impliziert.Fall 2.2: Es ist N � 2(4).In diesem Fall kann man folgendermassen zerlegen:X̀2Z a`N(x+ 2�`)2 = X̀2Z a2`N(x+ 2�2`)2 +X̀2Z a(2`+1)N(x + 2�(2`+ 1))2 :Daraus folgt: P̀2Z a`N(x+2�`)2 = P̀2Z 1(x+4�`)2 � P̀2Z 1(x+2�(2`+1))2 :Hier kommen immer wieder Reihen der BauartX̀2Z 1(x + 2�m+ (2�k)`)2vor, wobei x 2 (��; �) n f0g, k 2 N und m 2 N0 feste Zahlen sind.Diese Reihen behandeln wir mittels der Partialbruhzerlegung der Cotangens-Funktion. Es gilt diefolgende Identit�at: � ot(�x) = 1x + 1Xn=1 1x+ n + 1x� n;f�ur alle x 2 R nZ.Unter diesem Gesihtspunkt betrahten wir f�ur k 2 N, m 2 N0 und x 2 (��; �) n f0g folgendeReihe f0(x) + 1X̀=1(f`(x) + f�`(x));mit f`(x) = 1x+ 2�m+ (2�k)` ; ` 2 Z:



1.11 Interpolation mit de la Vall�ee Poussin - Kernen,Ein Beispiel 51Wir erhaltenf0(x) + 1X̀=1(f`(x) + f�`(x)) = 12�k  1x+2�m2�k + 1X̀=1� 1x+2�m2�k + ` + 1x+2�m2�k � `�!= 12�k� ot��x+ 2�m2�k �= 12k ot� x2k + �mk � (1.11.11)=: gm;k(x):Weiter ist klar, dass die Reihef 00(x) + 1X̀=1 f 0̀(x) + f 0�`(x) = � 1(x+ 2�m)2 � 1X̀=1� 1(x+ 2�m+ (2�k)`)2 + 1(x+ 2�m� (2�k)`)2�= �Xl2Z 1(x+ 2�m(2�k)`)2=: hm;k(x):in jeder Umgebung U(x) � (��; �) n f0g gleihm�assig konvergiert. Sie verh�alt sih n�amlih wie�Pl2Z 1̀2 . Mit diesen Tatsahen l�asst sih nun ein Satz aus der elementaren Analysis anwenden, derbesagt, dass in dieser Situation hm;k(x) = g0m;k(x)auf (��; �) n f0g gilt. Mit (1.11.11) folgt shliesslih, dassX̀2Z 1(x+ 2�m+ (2�k)`)2 = � 12k � ddx ot� �2k + �mk ��= 1(2k)2 � 1sin2� x2k + �mk � (1.11.12)gilt. Jetzt ist man in der Lage, die Reihen (1) und (2) f�ur jedes N explizit zu berehnen (sieheeingerahmte Formeln). Wir zeigen dies exemplarish f�ur den Fall 1.1 und Reihe (2). Wir habenX̀2Z b`N(x+ 2�`)2 = X̀2Z 1(x+ 2�(4`+ 1))2 � X̀2Z 1(x+ 2�(4`+ 3))2(1.11.12) = 164  1sin2�x8 + 14�� � 1sin2�x8 + 34��! :Wegen sin(x=8 + 3=4�) = os(x=8 + �=4), gilt:X̀2Z b`N(x+ 2�`)2 = 164  1sin2�x8 + 14�� � 1os2�x8 + 14��!= � 164 2 sin2�x8 + 14��� 114 sin2�x4 + �2 � :Wegen sin2(x=8 + �=4) = (sin(x=8) os(�=4) + os(x=8) sin(�=4))2 = 1=2(sin(x=8) + os(x=8))2 =1=2(1 + 2 sin(x=8) os(x=8)) = 1=2 + sin(x=8) os(x=8) erh�alt man:X̀2Z b`N(x+ 2�`)2 = � 116 2 sin �x8 � os �x8 �os2 �x4 �= � 116 sin �x4 �os2�x4 �



1.11 Interpolation mit de la Vall�ee Poussin - Kernen,Ein Beispiel 52Analog �ndet man die Darstellungen:N � 0(4) : X̀2Z a`N(x+ 2�`)2 = 14 1sin2�x2 � ; X̀2Z b`N(x+ 2�`)2 = 0;N � 1(4) : X̀2Z a`N(x+ 2�`)2 = 116 os �x4 �sin2�x4 � ; X̀2Z b`N(x+ 2�`)2 = � 116 sin �x4 �os2�x4 � ;N � 2(4) : X̀2Z a`N(x+ 2�`)2 = 14 os �x2 �sin2�x2 � ; X̀2Z b`N(x+ 2�`)2 = 0;N � 3(4) : X̀2Z a`N(x+ 2�`)2 = 116 os �x4 �sin2�x4 � ; X̀2Z b`N(x+ 2�`)2 = 116 sin �x4 �os2�x4 � :Setzt man diese Terme in (1.11.9) ein, dann bekommt ��N (x) folgende Gestalt:(i) F�ur N � 0(4) gilt ��N(x) = 1N2 2 sin�Nx2 � sin�Nx4 � 1sin2 �x2 � ;(ii) f�ur N � 1(4)��N (x) = 1N2 12 sin�Nx2 � sin�Nx4 � os �x4 �sin2�x4 � + os�Nx4 � sin �x4 �os2�x4 �! ;(iii) f�ur N � 2(4) ��N (x) = 1N2 2 sin�Nx2 � sin�Nx4 � os �x2 �sin2 �x2 �und shliesslih(iv) f�ur N � 3(4)��N (x) = 1N2 12 sin�Nx2 � sin�Nx4 � os �x4 �sin2�x4 � � os�Nx4 � sin �x4 �os2�x4 �! :



Kapitel 2Periodishe Interpolation auf T2
2.1 VorbemerkungenDe�nition 2.1 Sei n 2 N.(i) Sei 1 � p �1. Wir setzen:Lp(Tn) := 8><>:f : Tn ! C Lebesgue-messbar : kf jLp(Tn)k = 0�ZTn jf(x)jp1A1=p <19>=>; :Im Falle p =1 ersetzt man das Integral durh das wesentlihe Supremum:kf jL1(Tn)k := inffr 2 R : fx 2 Tn : jf(x)j > rg ist Lebesgue-Nullmengeg:(ii) Sei � 2 Zn eine endlihe Menge. Dann de�nieren wir mitT� := (t =Xk2� keik�x : k 2 C)die zu � geh�orende Menge trigonometrisher Polynome. Dabei ist f�ur k = (k1; :::; kn) undx = (x1; :::; xn) k � x = k1x1 + :::+ knxn:Die Gesamtheit aller trigonometrishen Polynome auf Tn bezeihnen wir mit T (Tn).(iii) Sei f 2 L1(Tn). Dann erkl�art man f�ur k = (k1; :::; kn) 2 Zn den FourierkoeÆzienten k(f)durh k(f) = (k1;:::;kn)(f) = 1(2�)n ZTn f(x)e�ik�xdx:(iv) C(Tn) bezeihnet den Raum der stetigen Funktionen f : Tn ! C ausgestattet mit der Normkf jC(Tn)k = supx2Tn jf(x)j:Bemerkung 2.1 Ist f 2 L1(Tn) von der Struktur f(x1; x2; :::; xn) = f1(x1) � ::: � fn(xn) (fast�uberall), so gilt f�ur k = (k1; :::; kn) 2 Zn die Gleihungk(f) = (k1;:::;kn)(f) = k1(f1) � ::: � kn(fn): (2.1.1)Diese Tatsahe ist eine simple Konsequenz aus dem Satz von Fubini.



2.2 Tensorprodukte von Interpolationsoperatoren auf T 542.2 Tensorprodukte von Interpolationsoperatoren auf TDe�nition 2.2 Sei f��NgN2N eine Folge von Fundamentalinterpolanten gem�ass De�nition 1.11und fINgN2N die zugeh�orige Folge von Interpolationsoperatoren gem�ass De�nition 1.12. Sei weiterf : T2 ! R eine stetige Funktion.(i) F�ur N;M 2 N erkl�aren wir das Tensorprodukt IN 
 IM durh:(IN 
 IM )f(x1; x2) := X`2JN Xm2JM f(xǸ ; xMm )��N (x1 � xǸ )��M (x2 � xMm ): (2.2.1)(ii) F�ur N 2 N erkl�aren wir(I 
 IN )f(x1; x2) := X`2JN f(x1; xǸ ))��N (x2 � xǸ ) ;(IN 
 I)f(x1; x2) := X`2JN f(xǸ ; x2)��N (x1 � xǸ ) und(I 
 I)f := f: (2.2.2)I 
 I ist damit die Identit�at auf C(T2).Lemma 2.1 Sei ��N und IN wie in der De�nition. Seien M;N 2 N, k = (k1; k2) 2 Z2 undf : T2 ! C eine stetige Funktion. Dann gilt:k(IN 
 IM )f) = k1(��N )k2(��M ) Xl2JN Xm2JM f(xNl ; xMm )e�i(k1xNl +k2xMm ): (2.2.3)Ist f von der Struktur f(x1; x2) = g 
 h(x1; x2) := g(x1)h(x2), dann gilt f�ur N;M 2 N0(IN 
 IM )f = INg 
 IMh;wobei wir der Einfahheit halber I0 := I setzen. Das hat dannk((IN 
 IM )f) = k1(INg)k2(IMh):zur Folge.BeweisShritt 1:Es gilt:k((IN 
 IM )f)(Linearit�at) = Xl2JN Xm2JM f(xNl ; xMm ) 1(2�)2 ZT ��N (x1 � xNl )��M (x2 � xMm )d(x1; x2)Mit dem Satz von Fubini l�asst sih letztes Integral als iteriertes Integral �uber T shreiben. Dasheisst:k((IN 
 IM )f) = Xl2JN Xm2JM f(xNl ; xMm )e�ik1xNl e�ik2xMm 12� ZT ��N(x1)e�ik1x1 12� ZT �(x2)e�ik2x2dx2 dx1= k1(��N )k2(��M ) Xl2JN Xm2JM f(xNl ; xMm )e�ik1xNl e�ik2xMm= k1(��N )k2(��M ) Xl2JN Xm2JM f(xNl ; xMm )e�i(k1xNl +k2xMm ):



2.3 Die Smolyak-Konstruktion 55Shritt 2:Mit der Voraussetzung f = g
 h ergibt sih in der De�nition (siehe (2.2.1)) des Tensorproduktesfolgende Vereinfahung:(IN 
 IM )f(x1; x2) = Xl2JN g(xNl )�(x1 � xNl ) Xm2JM h(xMm )�(x2 � xMm )= INg(x1)IMh(x2):Die Aussage �uber die FourierkoeÆzienten des Tensorproduktes ist eine Konsequenz aus derBemerkung 2.1. �Beispiel 2.1 Sei l = (l1; l2); k = (k1; k2) 2 Z2. Seien N;M 2 N und f(x) = eikx. Wegenf(x) = eikx = eik1x1eik2x2 folgt aus dem Lemma:l((IN 
 IM )f) = l1(INeik1x1)l2(IM eik2x2):Da eik1x1 ; eik2x2 2 A(T), folgt mit (1.8.4):l1(INeik1�) = Nl1(��N )dN (l1; k1) und l2(IM eik2�) =Ml2(��M )dM (l2; k2);wobei dL(m;n) = � 1 : Ljm� n0 : sonst :und Ljm� n die Abk�urzung f�ur "L teilt m� n" ist. Also istl((IN 
 IM )f) = NMl1(��N)l2(��M )dN (l1; k1)dM (l2; k2):2.3 Die Smolyak-KonstruktionDe�nition 2.3 (Smolyak)Sei fINgN2N eine Folge von Interpolationsoperatoren. Dann ist durhBm = mXj=0Lj;m�j � m�1Xj=0 Lj;m�j�1 ; m 2 N (2.3.1)mit Lj;k = I2j 
 I2k eine Folge von Operatoren auf C(T2) erkl�art.Bemerkung 2.2 Ein solher Operator Bm erh�alt als Argument eine stetige Funktion f : T2 ! Cund benutzt nur eine Anzahl diskreter Werte der Funktion f , die o�ensihtlih die Gr�ossenordnungm2m hat.Wir untersuhen im Folgenden die Smolyak-Konstruktion, die sih ergibt, wenn man als Inter-polationsoperatoren die I�N aus 1.11 zugrunde legt. Sei also f�ur 0 < � < 12B�m = mXj=0L�j;m�j � m�1Xj=0 L�j;m�j�1mit L�j;k = I�2j 
 I�2k . Um gewisse Eigenshaften der FourierkoeÆzienten der Funktionen Bmfnahzuweisen, ist die folgende De�nition n�otig.De�nition 2.4 Sei m 2 N. Wir setzen



2.3 Die Smolyak-Konstruktion 56(i) Hm := f(l1; l2) 2 Z2 : 9u 2 f0; :::;mg; so dass jl1j < 2u(1=2+ �) und jl2j < 2m�u(1=2+ �)gund(ii) Km := f(l1; l2) 2 Z2 : 9 ` 2 f0; :::;mg; so dass jl1j � 2`(1=2� �) und jl2j � 2m�`(1=2� �)g:Die Menge Hm bzw. Km bezeihnet man auh aufgrund ihrer Struktur als hyperbolishes Kreuzin Z2.Die folgende Abbildung zeigt ein solhes Hyperbolishes Kreuz.
PSfrag replaements

96
96

�96
�96 Z2 H7; mit � = 14
Lemma 2.2 Sei 0 < � < 12 , m 2 N und B�m die spezielle Smolyak-Konstruktion. Es bezeihneHm das hyperbolishe Kreuz aus De�nition 2.4. Sei weiter f : T2 ! C eine stetige Funktion. Danngilt f�ur k 2 Z2 nHm k(B�mf) = 0:Man hat also B�m : C(T2)! THm :Beweis Wir bezeihnen mit ��N die Fundamentalinterpolanten der Interpolationsoperatoren I�N .F�ur ` = (l1; l2) und M;N 2 N gilt dann mit Lemma 2.1`((I�M 
 I�N )f) = l1(��M )l2(��N )�(f;M;N);wobei �(f;M;N) den Wert der Doppelsumme in (2.2.3) bezeihnet. Mit (1.9.4) in Satz 1.9 ergibtsih `((I�M 
 I�N )f) = 1NM2�F��� l1M�F��� l2N ��(f;M;N): (2.3.2)Sei k 2 Z2�Hm. Dann gilt f�ur alle u 2 f0; :::;mgjk1j � (1=2 + �)2u oder jk2j � (1=2 + �)2m�u:Setzt man in der Formel (2.3.2) (l1; l2) = (k1; k2); M = 2j und N = 2m�j f�ur beliebiges j 2f0; :::;mg, so folgt aufgrund von supp F�� = [��� 1=2; �+1=2℄ und F��(��� 1=2) = F��(�+1=2) = 0 F���k12j � = 0 oder F��� k22m�j� = 0 und damit



2.3 Die Smolyak-Konstruktion 57(k1;k2)(L�j;m�jf) = 0:Wegen 2m�j > 2m�j�1 gilt Analoges auh f�ur M = 2j und N = 2m�j�1. Also istk(B�mf) = mXj=0 k(L�j;m�jf)� m�1Xj=0 k(L�j;m�j�1f) = 0: �Lemma 2.3 Sei 0 < � < 12 , m 2 N und B�m die spezielle Smolyak - Konstruktion.Km bezeihnedas hyperbolishe Kreuz aus De�nition 2.4. Sei weitert(x) = Xk2Km keikxein trigonometrishes Polynom mit Frequenzen aus Km. Dann istB�mt = t:B�m ist also die Identit�at auf TKm .Beweis Es gen�ugt aus Linearit�atsgr�unden zu zeigen: Sei k = (k1; k2) 2 Km beliebig und t(x) =eikx = ei(k1x1+k2x2), dann gilt B�mt = t:Wir zeigen dazu f�ur ` 2 Hm: `(B�mt) = � 1 : k = l0 : k 6= l :Sei also k = (k1; k2) 2 Km beliebig. Sei weiter ` = (l1; l2) 2 Hm. Dann gilt wegen der Produkt-struktur von t(x1; x2) = ei(k1x1+k2x2) = eik1x1eik2x2 mit Lemma 2.1(l1;l2)((I�M 
 I�N )t) = l1(I�Meik1�)l2(I�Neik2�): (2.3.3)Das f�uhrt dann zu`(B�mt) = mXj=0 `(L�j;m�jt)� m�1Xj=0 `(L�j;m�j�1t)= mXj=0 l1(I�2j eik1�)l2(I�2m�j eik2�)� m�1Xj=0 l1(I�2j eik1�)l2(I�2m�j�1eik2�): (2.3.4)Wie shon in Beispiel 2.1 gesehen, gilt f�ur N 2 N und u; n 2 Z allgemein unter Benutzung von(1.9.4) u(I�Nein�) = 1p2�F�� � uN � �� 1 : N jn� u0 : sonst : (2.3.5)Wegen F��(�) = 0 f�ur j�j � 1=2 + � folgt sofort, dassjuj � (1=2 + �)N =) u(I�Nein�) = 0 (2.3.6)gilt. Diese Tatsahe werden wir im Folgenden h�au�g verwenden. Weiterhin entnimmt man derDarstellung, dass f�ur N jn� u und juj � N(1=2� �)u(I�Nein�) = 1gilt. Setzt man abk�urzend '�(�) := 1p2�F��(�), so erh�alt man f�ur u = nn(I�Nein�) = '� � nN � : (2.3.7)



2.3 Die Smolyak-Konstruktion 581. Fall: (l1; l2) = (k1; k2)(2.3.4) wird mit (2.3.7) zu:k(B�mt) = mXj=0 '��k12j �'�� k22m�j�� m�1Xj=0 '� �k12j �'� � k22m�j�1� : (2.3.8)Jetzt bezeihne j1 2 f0; :::;mg die kleinste Zahl und j1 � j2 2 f0; :::;mg die gr�osste Zahl mitjk1j � 2ji(1=2� �) und jk2j � 2m�ji(1=2� �) ; i = 1; 2: (2.3.9)Solhe Zahlen muss es geben, da k = (k1; k2) 2 Km. Damit kann man (2.3.8) auf folgende Weisezerlegen: k(B�mt) = S1 + S2 + S3 � (S4 + S5 + S6)mit S1 := j1�1Xj=0 '� �k12j �'�� k22m�j� ; S4 := j1�1Xj=0 '� �k12j �'� � k22m�j�1� ;S2 := j2Xj=j1 '� �k12j �'� � k22m�j� ; S5 := j2�1Xj=j1 '� �k12j �'� � k22m�j�1� ;und S3 := mXj=j2+1'� �k12j �'�� k22m�j� ; S6 := m�1Xj=j2 '� �k12j �'� � k22m�j�1� :Ist in einer Summe obere Shranke < unterer Shranke, so wird sie einfah 0 gesetzt. Aus derDe�nition von j1 und j2 folgen f�ur j1 � j � j2 die Ungleihungenjk1j2j � 12 � � und jk2j2m�j � 12 � � (2.3.10)Damit und wegen F��(�) = p2� f�ur j�j � 1=2� � ist S2 � S5 = 1. Wir behandeln als n�ahstesdie Di�erenz S1�S4 und zeigen S1�S4 = 0. Ist j1 = 0, ist nihts zu zeigen. Ist j1 > 0, dann gilt:S1 � S4 = j1�1Xj=0 '� �k12j ��'� � k22m�j�� '� � k22m�j�1�� :F�ur j < j1 erh�alt man wegen2 jk2j2m�j = jk2j2m�j�1 �(2:3:9) 2j�j1+1(1=2� �) �j<j1 (1=2� �)die Gleihung '� � k22m�j� = '� � k22m�j�1� = 1und damit S1 � S4 = 0.Bleibt noh S3 � S6 zu betrahten. Auh hier wird S3 � S6 = 0 gezeigt. F�ur j2 = m ist wiedernihts zu zeigen. Ansonsten erh�alt man f�ur S3 � S6 mittels Indexvershiebung (j := j � 1 in S3)die Darstellung S3 � S6 = m�1Xj=j2 '� � k22m�j�1��'� � k12j+1�� '� �k12j �� :



2.3 Die Smolyak-Konstruktion 59Mit 2 jk1j2j+1 = jk1j2j �(2:3:9) 2j2�j(1=2� �) �j�j2 (1=2� �)folgt dann '� � k12j+1� = '� �k12j � = 1:Also ist S3 � S6 = 0. Insgesamt vereinfaht sih also k(B�meik�) zuk(B�mt) = (S2 � S5) + (S1 � S4) + (S3 � S6)= 1:2. Fall: (l1; l2) 6= (k1; k2)F. 2.1.: l1 6= k1 und l2 = k2F�ur diesen Fall ist die folgende Darstellung von B�mt g�unstig:B�m = m�1Xj=0 (L�j;m�j � L�j;m�j�1) + L�m;0Mit (2.3.3) gilt hier:(l1;l2)(B�mt) = m�1Xj=0 l1(I�2j eik1�)[l2(I�2m�j eik2�)� l2(I�2m�j�1eik2�)℄ + l1(I�2meik1�)l2(I�1 eik2�)Es soll l1;l2(B�mt) = 0 gezeigt werden. Wir zeigen dazu zun�ahst, dassl1(I�2meik1�) = 0 (2.3.11)gilt. Wegen (2.3.6) ist f�ur jl1j � 2m(1=2 + �) nihts zu zeigen. Bleibt noh jl1j < 2m(1=2 + �) zubetrahten. Wegen (k1; k2) 2 Km ist jk1j � 2m(1=2� �). Damit istjk1 � l1j � jk1j+ jl1j < 2m�12 � �+ 12 + �� = 2m:Wegen 0 < jk1 � l1j < 2m kann 2m niht k1 � l1 teilen. Somit folgt (2.3.11) aus (2.3.5).Jetzt zeigen wir, dass f�ur jedes j 2 f0; :::;m� 1gl1(I�2j eik1�)[l2(I�2m�j eik2�)� l2(I�2m�j�1eik2�)℄ = 0 (2.3.12)gilt.Sei j 2 f0; :::;m� 1g.Da wir immernoh im F. 2.1. sind, gilt jk2j = jl2j. Es ist jetzt eine Untersheidung n�otig, inwelhem Bereih (in Abh�angigkeit von j) sih jk2j bzw. jl2j be�ndet.F. 2.1.1.: jk2j = jl2j � 2m�j�1(1=2� �)Wegen l2 = k2 und (2.3.5) sind beide Summanden in der ekigen Klammer 1 und damit ist dieKlammer 0. Damit folgt (2.3.12).F. 2.1.2.: 2m�j�1(1=2� �) < jl2j = jk2j � 2m�j(1=2� �)Wegen (k1; k2) 2 Km, existiert u 2 f0; :::;mg mitjk1j � 2u(1=2� �) und jk2j � 2m�u(1=2� �): (2.3.13)



2.3 Die Smolyak-Konstruktion 60Wegen jk2j > 2m�j�1(1=2 � �) ist klar, dass u � j gelten muss. Also muss (2.3.13) mit u = jerf�ullt sein und damit gilt jk1j � 2j(1=2� �):Wegen des Vorfaktors vor der ekigen Klammer und (2.3.6), bleibt nur noh jl1j < 2j(1=2+ �) zubetrahten. Das zieht aber0 < jk1 � l1j � jk1j+ jl1j < 2j �12 � �+ 12 + �� = 2jnah sih. 2j kann also niht k1 � l1 teilen. Mit (2.3.5) folgtl1(I�2j eik1�) = 0:Und damit ergibt sih (2.3.12).F. 2.1.3.: 2m�j(1=2� �) < jl2j = jk2j � 2m�j(1=2 + �)Wegen (k1; k2) 2 Km gilt jk1jjk2j � 2m(1=2� �)2. Da jk2j > 2m�j(1=2� �), mussjk1j < 2j(1=2� �)sein. Analog zu F. 2.1.2. gilt hier l1(I�2j eik1�) = 0 und es folgt (2.3.12).F. 2.1.4.: jl2j = jk2j > 2m�j(1=2 + �)In dieser Konstellation vershwinden wegen (2.3.5) die Summanden in der ekigen Klammer. Alsofolgt auh hier (2.3.12).Insgesamt folgt also in F. 2.1. (l1;l2)(B�mt) = 0:Abshliessend ist f�ur diesen Fall noh zu bemerken, dass man den Falll1 = k1 und l2 6= k2ganz analog abhandelt. Man nutzt hier die GleihungB�m = mXj=0Lm�j;j � m�1Xj=0 Lm�j�1;j = m�1Xj=0 (Lm�j;j � Lm�j�1;j) + L0;m:F. 2.2.: l1 6= k1 und l2 6= k2Wir nutzen Gleihung (2.3.4) f�ur (l1;l2)(B�mt). Es wird gezeigt, dass jeder Summand der beidenSummen vershwindet.Sei j 2 f0; :::;mg. Wir betrahten zun�ahstl1(I�2j eik1�)l2(I�2m�j eik2�): (2.3.14)Wir beshr�anken uns aufjl1j < 2j(1=2 + �) < 2j mit jl1 � k1j = v2j ; v 2 N: (2.3.15)Andernfalls vershwindet der erste Faktor von (2.3.14) aufgrund von (2.3.5) und (2.3.6), und esist nihts zu zeigen. Es gibt nun 2 M�oglihkeiten.(i) l1 und k1 haben beide das gleihe Vorzeihen (wobei negativ und 0 bzw positiv und 0 auhals gleih angesehen werden). In diesem Fall muss aufgrund von (2.3.15) jk1j � 2j gelten.



2.4 Nikolskij-Besov-R�aume mit dominierender gemishter Glattheit auf T2 61(ii) l1 und k1 haben vershiedene Vorzeihen (eines eht positiv, anderes eht negativ). In diesemFall ist v2j � jk1j = jl1j < 2j(1=2 + �):Das ergibt jk1j > 2j(v � 1=2� �) �(v�1) 2j(1=2� �):Wegen (k1; k2) 2 Km, existiert ein u 2 f0; :::;mg mitjk1j � 2u(1=2� �) und jk2j � 2m�u(1=2� �) (2.3.16)In Fall (i) ist 2j � jk1j � 2u(1=2 � �) < 2u. Das zieht nat�urlih j < u nah sih. In Fall (ii) ist2j(1=2� �) < jk1j � 2u(1=2� �). Hier folgt auh j < u. Mit (2.3.16) folgtjk2j � 2m�u(1=2� �) �(j<u) 2m�j(1=2� �): (2.3.17)Wir betrahten wieder nur jl2j < 2m�j(1=2 + �), da sonst der zweite Faktor von (2.3.14) wegen(2.3.6) sofort vershwindet. Dann ergibt sih0 < jl2 � k2j � jl2j+ jk2j < 2m�j(1=2� �+ 1=2 + �) = 2m�j :Jetzt hat man wieder die gleihe Situation wie in F. 2.1.. Es kann n�amlih 2m�j nihtk2 � l2 teilen. Wegen (2.3.5) ist damit l2(I�2m�j eik2�) = 0. Es vershwindet also in jedem Fall dieerste Summe in 2.3.4.Im Folgenden wenden wir uns den Summanden der zweiten Summe in (2.3.4) zu. Wir betrahtenalso f�ur ein j 2 f0; :::;m� 1g das Produktl1(I�2j eik1�)l2(I�2m�j�1eik2�): (2.3.18)Wir argumentieren vollkommen analog zur letzten Betrahtung bis zur Nummer (2.3.17). An dieserStelle nutzen wir aus, dass j eht kleiner als u ist und erhaltenjk2j � 2m�u(1=2� �) �(j+1�u) 2m�j�1(1=2� �):Es wird nur jl2j < 2m�j�1(1=2 + �) betrahtet, da sonst wegen (2.3.6) der zweite Faktor von(2.3.18) sofort vershwndet. Das f�uhrt dann zu0 < jk2 � l2j � jk2j+ jl2j < 2m�j�1(1=2� �+ 1=2 + �) = 2m�j�1:2m�j�1 kann also unm�oglih l2 � k2 teilen. Wegen (2.3.5) ist damitl2(I�2m�j�1eik2�) = 0. Somit vershwindet auh die zweite Summe in (2.3.4).Der 2. Fall ergibt also insgesamt (l1;l2)(B�mt) = 0:Damit ist das Lemma gezeigt. �2.4 Nikolskij-Besov-R�aume mit dominierender gemishterGlattheit auf T22.4.1 De�nition und Eigenshaften der R�aume Srp;qB(T2)Dieser Abshnitt dient der Einf�uhrung der R�aume Srp;qB(T2). Es wird sih zeigen, dass diese R�aumegut zu den Operatoren Bm passen. F�ur Funktionen f 2 Srp;qB(T2) beweisen wir als Hauptresultatdieses Kapitels eine Fehlershranke f�urkf �Bmf jLp(T2)k:



2.4 Nikolskij-Besov-R�aume mit dominierender gemishter Glattheit auf T2 62Es sei v(x) := 8<: 1 : 0 � jxj � 12� t : 1 < jxj � 20 : jxj > 2 :die Funktion, die shon in Abshnitt 1.5 als Gewihtsfunktion f�ur die de la Vall�ee Poussin-Mitteldiente. Dieses Konzept l�asst sih ganz analog ins Zweidimensionale �ubertragen.De�nition 2.5 Seien M;N 2 N. Der Operator VM;N ist erkl�art durh:VM;Nh(x1; x2) := Xk1;k22Zk1;k2(h)v� k1M� v� k2M � eik1x1+ik2x2f�ur h 2 L1(T2). Wir nennen VM;Nh das zweidimensionale de la Vall�ee Poussin-Mittel von h 2L1(T2). �Die Bezeihnung VM;N wurde hier aus Gr�unden der �Ubersihtlihkeit gew�ahlt. Das trigonometri-she Polynom VM;Nh hat die Gestalt:Xjk1j�2M�1; jk2j�2N�1 k1;k2eik1x1+ik2x2 :Es geht dabei die Eigenshaft verloren, dass, wie im eindimensionalen Fall, der Index bei VM denmaximalen Polynomgrad von VMf angibt.Lemma 2.4 Sei 1 � p �1. Dann gilt f�ur alle M;N 2 N1 � kVM;N : Xp(T2)! Xp(T2)k � 9; (2.4.1)wobei Xp(T2) := � Lp(T2) : 1 � p <1C(T2) : p =1 :Beweis Wir nutzen hier im wesentlihen das Resultat, das wir mit Satz 1.3 zur Verf�ugung haben(Beshr�anktheit im eindimensionalen Fall). Die Shranke nah unten ist sofort klar. KonstanteFunktionen werden reproduziert. Bleibt noh die Shranke nah oben zu zeigen. Sei zun�ahsth =Pk1 Pk2 k1;k2eik1x1+ik2x2 ein trigonometrishes Polynom. Wir betrahten f�ur 1 � p <1:kVM;NhjLp(T)kp = Xk1 Xk2 k1;k2v� k1M� v�k2N � eik1x1+ik2x2�����Lp(T2)p :Das ergibt:kVM;NhjLp(T)kp = ZT ZT �����Xk1 Xk2 k1;k2v� k1M� v�k2N � eik1x1+ik2x2�����p dx1 dx2= ZT ZT �����Xk1 v� k1M� Xk2 k1;k2v�k2N � eik2x2! eik1x1�����p dx1 dx2= ZT Xk1 v� k1M � Xk2 eik2x2k1;k2v�k2N �! eik1������Lp(T)p dx2:



2.4 Nikolskij-Besov-R�aume mit dominierender gemishter Glattheit auf T2 63An dieser Stelle wenden wir Satz 1.3 auf die innere Lp(T)-Norm an und erhalten:kVM;NhjLp(T)kp � 3p ZT Xk1  Xk2 eik2x2k1;k2v�k2N �! eik1������Lp(T)p dx2=(Fubini) 3p ZT ZT �����Xk2 �k2N � Xk1 k1;k2eik1x1! eik2x2 �����p dx2 dx1�(Satz 1:3) 9p ZT ZT �����Xk1 Xk2 k1;k2eik1x1+ik2x2�����p dx2 dx1= 9pkhjLp(T2)kp:Mit den �ublihen Modi�kationen f�ur p =1 folgt analogkVM;NhjC(T2)k � 9khjC(T2)k:Sei �VM;N die Einshr�ankung von VM;N auf den Raum der trigonometrishen Polynome. Ebenwurde gezeigt, dass �VM;N beshr�ankt mit Norm � 9 ist. Die trigonometrishen Polynome liegendiht in Xp(T2) (analog zur Situation auf T). Damit ist �VM;N zu einem stetigen Operator unterErhaltung der Norm auf Xp(T2) fortsetzbar. Wir bezeihnen diesen fortgesetzten Operator aufXp(T2) auh mit �VM;N . Wegen Xp(T2) ,! L1(T2) gilt die Implikation:gn Xp����!n!1 g =) k1;k2(gn) ����!n!1 k1;k2(g): (2.4.2)Sei also g 2 Xp(T2) und (gn)n � Xp(T2) eine Folge trigonometrisher Polynome mit gn Xp����!n!1 g,dann ist �VM;Ng := limn!1 �VM;Ngn (in Xp(T2)). Somit gilt wegen (2.4.2)k1;k2( �VM;Ng) = limn!1 k1;k2( �VM;Ngn)= limn!1 k1;k2(gn)v� k1M � v�k2N � (2.4.3)=(2:4:2) k1;k2(g)v� k1M � v�k2N �= k1;k2(VM;Ng)Die FourierkoeÆzienten der Funktionen �VM;Ng und VM;Ng stimmen �uberein. Damit sind dieseFunktionen gleih in Xp(T). Also folgt (2.4.1).Lemma 2.5 Sei 1 � p �1 und Xp(T2) wie oben. Sei weiter h 2 Xp(T2). Dann gilt:VM;Ng ������!M;N!1 g:Beweis Aufgrund der gleihm�assigen Beshr�anktheit von kVM;N : Xp(T2)! Xp(T2)k, der Diht-heit der trigonometrishen Polynome in Xp(T2) und der Tatsahe, dass f�ur jedes trigonometrishePolynom VM;N t Xp������!M;N!1 tgilt, folgt mit dem Satz von Banah/Steinhaus die Aussage des Lemmas. �Mit Hilfe der Funktion v de�nieren wir nun folgendes Funktionensystem (vj(x))j2N0 :v0(x) = v(x) und vj(x) = v(2�jx)� v(2�j+1x) ; j = 1; 2; ::: (2.4.4)



2.4 Nikolskij-Besov-R�aume mit dominierender gemishter Glattheit auf T2 64Dieses Funktionensystem besteht o�ensihtlih aus st�ukweise linearen Funktionen mit kompaktemTr�ager. Dabei gilt:supp v0 = [�2; 2℄ und supp vj = fx 2 R : 2j�1 � jxj � 2j+1g (2.4.5)Die n�ahste Abbildung zeigt die Graphen der Funktionen vj :PSfrag replaements
�2 �1 1 2 �2j+1 �2j�1�2j 2j�1 2j 2j+1x xv0(x) = v(x) vj(x)

Eine wihtige Eigenshaft dieses Funktionensystems ist die Tatsahe, dass f�ur jedes x 2 R1Xj=0 vj(x) = limM!1 MXj=0 vj(x) = limM!1 v(2�Mx) = 1 (2.4.6)gilt. Sei ab jetzt 1 � p � 1 und h 2 Lp(T2). Wir ordnen der Funktion h f�ur jedes Paar (j1; j2) 2 N20ein trigonometrishes Polynom hj1;j2(x1; x2) wie folgt zu:hj1;j2(x1; x2) = Xk1;k22Zk1;k2(h)vj1(k1)vj2 (k2)eik1x1+ik2x2 :Lemma 2.6 Sei 1 � p �1 und h 2 Xp(T2). Dann gilt:h =Xp(T2) 1Xj1=0 1Xj2=0hj1;j2 :Beweis Wir betrahten die endlihe SummeMXj1=0 NXj2=0hj1;j2(x1; x2) = Xk1;k2 k1;k2(h)0� MXj1=0 NXj2=0 vj1(k1)vj2(k2)1A eik1x1+ik2x2= Xk1;k2 k1;k2(h)0� MXj1=0 vj1(k1)1A0� NXj2=0 vj2(k2)1A eik1x1+ik2x2=(2:4:6) Xk1;k2 k1;k2(h)v(2�Mk1)v(2�Nk2)= V2M ;2Nh:Somit gilt 1Xj1=0 1Xj2=0hj1;j2 = limM;N!1 MXj1=0 NXj2=0hj1;j2 = limM;N!1V2M ;2Nh =(Lemma 2:5) h: �Es ist also m�oglih, eine Funktion h 2 Xp(T2) in trigonometrishe Polynome mit "Frequenzen" indyadishen Rehteken des Gitters Z2 zu zerlegen. Diese Zerlegung in trigonometrishe Polynomenutzt man jetzt, um die R�aume Srp;qB(T2) zu de�nieren.



2.4 Nikolskij-Besov-R�aume mit dominierender gemishter Glattheit auf T2 65De�nition 2.6 Es sei 1 � p �1, r > 0 und Xp(T2) wie oben. Wir setzen f�ur(i) 1 � q <1Srp;qB(T2) := 8><>:h 2 Xp(T2) : khjSrp;qB(T2)k = 0� 1Xj1=0 1Xj2=0 h2r(j1+j2)khj1;j2 jXp(T2)kiq1A1=q <19>=>;und f�ur(ii) q =1Srp;1B(T2) := �h 2 Xp(T2) : khjSrp;1B(T2)k = supj1;j22N0 2r(j1+j2)khj1;j2 jXp(T2)k <1� :�Satz 2.1 Sei 1 � p � 1, 1 � q �1 und r > 0. Dann ist Srp;qB(T2) ein Banahraum.Beweis Der Beweis l�auft analog zum Beweis der Vollst�andigkeit derBsp;q(T). Sei (hn)n � Srp;qB(T2)eine Cauhyfolge. Wegen Lemma 2.6 giltkhjXp(T2)k � Xj1;j2 khj1;j2 jXp(T2)k= Xj1;j2 khj1;j2 jXp(T2)k2r(j1+j2)2�r(j1+j2)� supj1;j2 2r(j1+j2)khj1;j2 jXp(T2)kXj1;j2 2�r(j1+j2)| {z }=:C� CkhjSrp;1B(T2)k;�(`q,!`1) C2khjSrp;qB(T2)kf�ur eine Funktion h 2 Srp;qB(T2). Damit gilt alsoSrp;qB(T2) ,! Xp(T2):Die Folge (hn)n � Srp;qB(T2) ist damit auh eine Cauhyfolge in Xp(T2) und es existiert in diesemRaum eine Grenzfunktion h. Jetzt zeigt man mittels analoger Tehniken wie im Satz 1.6, dassdiese Grenzfunktion zu Srp;qB(T2) geh�ort und dasskh� hnjSrp;qB(T2)k ����!n!1 0gilt. �Bemerkung 2.3 In der De�nition 2.6 muss man im Falle p = 1 niht auf den Raum C(T2)ausweihen. Ersetzt man in der De�nition X1(T2) = C(T2) durh L1(T2), so w�urde aus h 2Sr1;qB(T2) Xj1;j2 khj1;j2 jL1(T2)k <1folgen. Siehe Beweis von Satz 2.1. Damit existiert�h = limM;N!1 MXj1=0 NXj2=0hj1;j2 = limM;N!1V2M ;2Nh| {z }2C(T2)



2.4 Nikolskij-Besov-R�aume mit dominierender gemishter Glattheit auf T2 66in L1(T2). Die Grenzfunktion �h ist damit auh eine C(T2) - Funktion (mit Interpretation). Dasbedeutet auh, dass f�ur (k1; k2) 2 Z2k1;k2(�h) = limM;N!1 k1;k2(V2M ;2Nh) = limM;N!1 k1;k2(h)v� k1M � v�k2N � = k1;k2(h)gilt. Damit muss h = �h in L1(T2) gelten. In der �Aquivalenzklasse von h gibt es also einen stetigenVertreter. Man kann also die Stetigkeit im Falle p =1 a priori fordern. Es gilt aber in jedem FallSr1;qB(T2) ,! C(T2): (2.4.7)�Es gilt sogar allgemein dasLemma 2.7 Sei 1 � p �1, 1 � q �1 und r > 1=p. Dann istSrp;qB(T2) ,! C(T2): (2.4.8)BeweisWir brauhen die Aussage nur noh f�ur 1 � p <1 nahzuweisen. Der Beweis funktioniertvollkommen analog zum Beweis der Einbettung Bsp;q ,! C(T) f�ur s > 1=p. Die wesentlihe Essenzist hier wieder die Nikolskij-Ungleihung, die man auh ganz analog auf Tn formuliert. Wirsh�atzen damit f�ur h 2 Srp;qB(T2) die Norm khj1;j2 jC(T2)k ab. Die Gr�osse Cp0;hj1;j2 l�asst sih hierdurh (p)2(j1+j2) absh�atzen. Mit genau denselben Argumenten wie in Satz 1.7 erh�alt manXj1;j2 khj1;j2 jC(T2)k � CkhjSrp;qB(T2)kDaraus shliesst man aufgrund von C(T2) ,! Lp(T2) und Lemma 2.6 (p <1)h = Xj1;j2 hj1;j2 in C(T2):Das bedeutet dann shliesslih khjC(T2)k � CkhjSrp;qB(T2)k. �2.4.2 Srp;qB(T2) und Brp;q(T)In diesem Abshnitt wird sih herausstellen, dass Tensorprodukte von Funktionen bzw. Operatorendie Br�uke zwishen den beiden Funktionenraumskalen bilden.Lemma 2.8 Sei 1 � p �1, 1 � q �1 und r > 0. Dann gilt f�ur alle f; g 2 Lp(T)kf � gjSrp;qB(T2)k = kf jBrp;q(T)k� � kgjBrp;q(T)k�:In diesem Fall bezeihnet man k � jSrp;qB(T2)k als eine Kreuznorm. Die Norm k � jBrp;q(T)k� wurdein Satz 1.5/(1.6.5) de�niert.Beweis Sei h = f � g. Dann ist k1;k2(h) = k1(f)k2(g). Damit isthj1;j2(x1; x2) = Xk1;k2 k1(f)k2(g)vj1(k1)vj2(k2)eik1x1+ik2x2=  Xk1 k1(f)vj1 (k1)eik1x1! Xk2 k2(g)vj2(k2)eik2x2!Das hatkhj1;j2 jLp(T2)k = Xk1 k1(f)vj1 (k1)eik1x1�����Lp(T) Xk2 k2(g)vj2(k2)eik2x2�����Lp(T)



2.4 Nikolskij-Besov-R�aume mit dominierender gemishter Glattheit auf T2 67zur Folge. Also gilt:khjSrp;qB(T2)k = 0�Xj1;j2 2r(j1+j2)qkhj1;j2 jLp(T2)kq1A1=q
= 0�Xj1 2rj1q Xk1 k1(f)vj1 (k1)eik1x1�����Lp(T)q1A1=q

�0�Xj2 2rj2q Xk2 k2(g)vj2(k2)eik2x2�����Lp(T)q1A1=q :Shliesslih sieht mankhjSrp;qB(T2)k = 0�kV1f jLp(T)kq +Xj1 2rj1qkV2j1+1�1f � V2j1�1f jLp(T)kq1A1=q
�0�kV1gjLp(T)kq +Xj2 2rj2qkV2j2+1�1g � V2j2�1gjLp(T)kq1A1=q= kf jBrp;q(T)k� � kgjBrp;q(T)k�:Mit den �ublihen Modi�kationen folgt dies auh f�ur q =1. �Im Folgenden stellen wir einen Zusammenhang zwishen den R�aumen Srp;pB(T2) und den R�aumenBrp;p(T) �uber Tensorprodukte von Operatoren her. Tensorprodukte von Interpolationsoperatorensind uns shon begegnet. Es hat sih dabei herausgestellt, dass f�ur f(x1; x2) = g(x1)h(x2)(IN 
 IM )f(x1; x2) = (INg)(x1)(IMh)(x2)gilt. Genau diese Eigenshaft benutzen wir, um Tensorprodukte von Operatoren auf L1(T) zubilden. Diese Tensorproduktoperatoren sind dann auf der Menge der trigonometrishen PolynomeT (T2) erkl�art.De�nition 2.7 Seien P;Q auf L1(T) erkl�arte Operatoren. Wir erkl�aren den Operator P 
T Qauf T (T2) durhP 
T Q0�Xk1;k2 k1;k2eik1�+ik2�1A (x1; x2) := Xk1;k2 k1;k2P (eik1�)(x1)Q(eik2�)(x2): �Bemerkung 2.4 Die Bezeihnung 
T soll andeuten, dass dieses Tensorprodukt im Gegensatz zudem in De�nition 2.2 erkl�arten Tensorprodukt nur auf den trigonometrishen Polynomen (auf T2)erkl�art ist. Wegen Lemma 2.1 gilt aber f�ur Interpolationsoperatoren(IN 
 IM )(t) = (IN 
T IM )(t): (2.4.9)f�ur jedes trigonometrishe Polynom t 2 T (T2). Hier wird N;M 2 N0 zugelassen. Wir setzen wiederI0 := I , wobei I die identishe Abbildung bezeihnet. �Mehr Wissen �uber die Operatoren P;Q f�uhrt zu dem folgenden Satz



2.4 Nikolskij-Besov-R�aume mit dominierender gemishter Glattheit auf T2 68Satz 2.2 Sei 1 � p � 1, r > 0 und P;Q : Brp;p(T) ! Lp(T) beshr�ankte lineare Operatoren.Dann gilt mit h 2 T (T2)k(P 
T Q)hjLp(T2)k � kP : Brp;p(T)! Lp(T)k � kQ : Brp;p(T)! Lp(T)k � khjSrp;pB(T2)k (2.4.10)Beweis Das trigonometrishe Polynom h besitze die Darstellung:h =Xk1 Xk2 k1;k2eik1x1+ik2x2 :Wir betrahten zuerst die Situation 1 � p <1. Damit gilt:k(P 
T Q)hjLp(T2)k = 0�ZT ZT �����Xk1 Xk2 k1;k2Q(eik2�)(x2)P (eik1�)(x1)�����p dx1dx21A1=pAufgrund der Linearit�at von P erh�alt mank(P 
T Q)hjLp(T2)k = 0�ZT P "Xk1  Xk2 k1;k2Q(eik2�)(x2)! eik1�# (x1)�����Lp(T; x1)p dx21A1=p :Dabei ist die Funktion in den ekigen Klammern (Argument von P ) f�ur jedes x2 ein trigonome-trishes Polynom mit den FourierkoeÆzientenk1 =  Xk2 k1;k2Q(eik2�)(x2)!und geh�ort somit zu Brp;p(T). An dieser Stelle nutzen wir die Beshr�anktheit des Operators P :Brp;p(T)! Lp(T) aus und erhaltenk(P 
T Q)hjLp(T2)k � kPk0�ZT Xk1  Xk2 k1;k2Q(eik2�)(x2)! eik1x1�����Brp;p(T; x1)p dx21A1=p
= kPk0�ZT 1Xj1=0 2j1rpkgj1x2(x1)jLp(T; x1)kpdx21A1=p ; (2.4.11)wobei wir gj1x2(x1) :=Xk1 vj1(k1) Xk2 k1;k2(k1)Q(eik2�)(x2)! eik1x1 (2.4.12)gesetzt haben. Der Index x2 maht deutlih, dass f�ur jedes x2 die Funktion gj1x1(�) ein trigonome-trishes Polynom auf T ist (wie oben). An dieser Stelle geht u.a. die Wahl des De�nitionsgebietesder Operatoren P und Q ein. Es ist jetzt dadurh m�oglih k � jLp(T; x1)kp wieder als Integral zushreiben. Vertausht man dann noh Reihe und Integral, ergibt sih:(2:4:11) = kPk0� 1Xj1=0 2j1rp ZT ZT jgj1x2(x1)jpdx1dx21A1=p

=(Fubini) kPk0� 1Xj1=0 2j1rp ZT ZT jgj1x2(x1)jpdx2dx11A1=p
= kPk0� 1Xj1=0 2j1rp ZT kgj1x2(x1)jLp(T; x2)kpdx11A1=p (2.4.13)



2.5 Das Hauptresultat 69Bevor wir (2.4.12) wieder in (2.4.13) einsetzen, passen wir (2.4.12) an die Lp(T; x2)-Norm an. Wirerhalten: gj1x2(x1) := Q"Xk2  Xk1 vj1 (k1)k1;k2eik1x1! eik2�# (x2): (2.4.14)Die Lp-Norm in (2.4.13) l�asst sih dann aufgrund der Beshr�anktheit von Q : Brp;p(T) ! Lp(T)wie folgt nah oben absh�atzen:kgj1x2(x1)jLp(T; x2)kp � kQkp Xk2  Xk1 vj1(k1)k1;k2eik1x1! eik2x2�����Brp;p(T)p= kQkp 1Xj2=0 2j2rp Xk2 vj2(k2) Xk1 vj1(k1)k1;k2eik1x1! eik2x2�����Lp(T; x2)p :Setzen wir diesen Ausdruk in (2.4.13) ein, so vergr�ossert man nah der Vertaushung von Reiheund Integral zu(2:4:13) � kPk � kQk0� 1Xj1=0 1Xj2=0 2pr(j1+j2)�ZT ZT �����Xk2 vj2 (k2) Xk1 vj1(k1)k1;k2eik1x1! eik2x2�����p dx2dx11A1=p
= kPk � kQk0� 1Xj1=0 1Xj2=0 2pr(j1+j2)khj1;j2 jLp(T2)kp1A1=p= kPk � kQk � khjSrp;pB(T2)k:Dieser Beweis funktioniert mit den �ublihen Modi�kationen nat�urlih auh f�ur p = 1. Damit istder Satz gezeigt. �2.5 Das HauptresultatDieser Abshnitt dient der Herleitung unseres Hauptresultates, einer Fehlershranke vonkf �B1=4m f jLp(T2k, wobei der Operator B1=4m aus den speziellen Interpolationsoperatoren I�N mit� = 1=4 (siehe Abshnitt 1.11) gewonnen wird.Wir arbeiten vorerst noh mit allgemeinen Interpolationsoperatoren IN . Zuerst sind wir an einerf�ur unsere Zweke g�unstigen Darstellung vonf �Bmf = (I 
 I �Bm)finteressiert. Es gilt:I 
 I �Bm = I 
 I � 24m�1Xj=0 (Lj 
 Lm�j � Lj 
 Lm�j�1) + Lm 
 L035 ;mit Lj = I2j , f�ur j = 0; :::;m. Weiter gilt:m�1Xj=0 (I 
 Lm�j � I 
 Lm�j�1) = I 
 Lm � I 
 Lm�1 + I 
 Lm�1 � � � � � I 
 L0= I 
 Lm � I 
 L0:



2.5 Das Hauptresultat 70Damit istI 
 I �Bm = (I 
 I � I 
 Lm) + (I 
 L0 � Lm 
 L0) (2.5.1)+m�1Xj=0 [(I 
 Lm�j � I 
 Lm�j�1)� (Lj 
 Lm�j � Lj 
 Lm�j�1)℄ :Betrahtet man den Operator I 
 I �Bm auf T (T2), kann man mit (2.4.9) 
 durh 
T ersetzen.Das hat den Vorteil, dass man jetzt Distributivit�at zur Verf�ugung hat. Es gilt n�amlih:T1 
T T2 + T1 
T T3 = T1 
T (T2 + T3) bzw T2 
T T1 + T3 
T T1 = (T2 + T3)
T T1:Diese Tatsahe rehnet man leiht nah, indem man aufgrund der Linearit�at die Aussagen mitt(x) = eik1x1+ik2x2 veri�ziert. Der �Ubergang zu 
T ist n�otig, da wir 
 nur f�ur ganz bestimmteOperatoren erkl�art haben. Es ist z.B. niht klar, was I 
 (I � Lm) bedeutet. Damit vereinfahtsih (2.5.1) auf T (T2) zuI 
 I �Bm = I 
T (I � Lm) + (I � Lm)
T L0 + m�1Xj=0 (I � Lj)
T (Lm�j � Lm�j�1):Anders ausgedr�ukt gilt f�ur ein trigonometrishes Polynom h 2 T (T2) die Gleihheith�Bmh = [I 
T (I � Lm)℄h+ [(I � Lm)
T L0℄h+m�1Xj=0 [(I � Lj)
T (Lm�j � Lm�j�1)℄h (2.5.2)An dieser Stelle wird klar, dass man die Absh�atzung des Fehlers kh � BmhjLp(T2)k zumindestf�ur trigonometrishe Polynome mit dem Satz 2.2 und den Ergebnissen des ersten Kapitels bewerk-stelligen k�onnte. Wir kommen jetzt zur Formulierung des Hauptergebnisses.Satz 2.3 Sei 1 � p � 1, 1 � q � 1 und r > 1=p. Weiter sei B1=4m die Folge von Operatoren, dieaus den speziellen Interpolationsoperatoren I�N mit � = 1=4 (Abshnitt 1.11) gebildet wird. Dannexistiert eine Konstante C(p; q; r), so dass f�ur alle h 2 Srp;qB(T2)kh�B1=4m hjLp(T2)k � Cm1�1=q2�mrkhjSrp;qB(T2)k (2.5.3)gilt.Beweis Sei h 2 Srp;qB(T2). Als erstes ist zu bemerken, dass B1=4m h sinnvoll erkl�art ist. Wegenr > 1=p ist h eine stetige Funktion. F�ur r > 1=p weiss man sogar noh mehr. Mit Lemma 2.7 giltn�amlih 1Xu=0 1Xv=0 khu;vjC(T2)k <1 und h = 1Xu=0 1Xv=0hu;v :Aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihe in C(T2), konvergiert diese auh unbedingt. Wirk�onnen also die Summationsreihenfolge nah Belieben �andern bzw. die Reihe beliebig zerlegen.Die Idee dieses Beweise besteht nun darin,h = 1Xu=0 1Xv=0hu;vso in Teilst�uke zu zerlegen, dass man die Eigenshaften von B1=4m optimal nutzen kann. In Lemma2.3 wurde bewiesen, dass auf einer Menge von trigonometrishen Polynomen mit Frequenzen in



2.5 Das Hauptresultat 71einem hyperbolishen Kreuz B�mt = t gilt. F�ur � = 1=4 ist dieses hyperbolishe Kreuz gegebendurh Km := f(l1; l2) 2 Z2 : 9 ` 2 f0; :::;mg; so dass jl1j � 2`�2 und jl2j � 2m�`�2g:Wir shr�anken diese Menge der Einfahheit halber weiter ein. Es seiK 0m := f(l1; l2) 2 Z2 : 9 `; n 2 N0 ; mit `+ n = m� 4 und jl1j � 2`; jl2j � 2ng:Damit ist klar, dass K 0m � Km gilt. B1=4m l�asst also trigonometrishe Polynome mit Frequenzenaus K 0m invariant. Wir �uberlegen als n�ahstes, f�ur welhe u; v 2 N0hu;v 2 TK0mgilt. Aus der De�nition der hu;v weiss man, dassk1;k2(hu;v) 6= 0 =) jk1j � 2u+1 und jk2j � 2v+1 (2.5.4)gilt. Damit hat manu+ 1 + v + 1 � m� 4 =) hu;v 2 TK0m =) B1=4m hu;v = hu;v:Sei ab jetzt m > 6. Dann de�nieren wirh1 := Pu+v�m�6hu;vund sihern damit B1=4m h1 = h1. In der folgenden Abbildung ist die komplette Zerlegung von hangedeutet. Es sind die Bereihe f(u; v)g graphish dargestellt, aus denen man die Funktionenh2; h3; h4 und h5 mittels der trigonometrishen Polynome hu;v gewinnt.
PSfrag replaements

h1 h2h3 h4h5m� 6
m� 60 u

v

Wir de�nieren also weiterh2 := Pu+v>6u;v�m�6 hu;v = m�6Pu=1 m�6Pv=m�5�uhu;v undh3 := m�6Pu=0 1Pv=m�5hu;v ; h4 := 1Pu=m�5m�5Pv=0 hu;v ; h5 := 1Pu=m�5 1Pv=m�5 :



2.5 Das Hauptresultat 72O�ensihtlih ist h = h1+ :::+h5. Wir weisen nohmal daraufhin, dass die Funktionen hi, i = 1::5aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihe stetig sind. Wir k�onnen also B1=4m hi, i = 1::5 bilden.Angesihts dieser Zerlegung k�onnen wir folgendermassen absh�atzen:kh�B1=4m hjLp(T2)k � 5Xi=1 khi �B1=4m hijLp(T2)k=(B1=4m h1=h1) 5Xi=2 khi �B1=4m hijLp(T2)k: (2.5.5)Um khi �B1=4m hijLp(T2)k abzush�atzen, vereinfahen wir zuerstkhu;v �B1=4m hu;vjLp(T2)k:Sei also u; v 2 N0 . Wir lassen im folgenden das Lp(T2) in der Norm aus Platzgr�unden weg. Esgeht aus dem Kontext hervor, welhe Normen Operatornormen und welhe Lp(T2)-Normen sind.Wir erhalten mit (2.5.2)khu;v �B1=4m hu;vjLp(T2)k � k[I 
T (I � Lm)℄hu;vk+ k[(I � Lm)
T L0℄hu;vk+ m�1Xj=0 [(I � Lj)
T (Lm�j � Lm�j�1)℄hu;v : (2.5.6)Jetzt greifen wir auf Lemma 1.23 aus Kapitel 1 zur�uk. Aufgrund der De�nition des 
T - Tensor-produktes vershwindet (I � Lj) 
T (Lm�j � Lm�j�1)℄hu;v, wenn 2u+1 � 2j � 1=4 = 2j�2, oderwenn 2v+1 � 2m�j�1 � 1=4 = 2m�j�3 (siehe (2.5.4)) gilt. Ist alsoj � u+ 3 oder j � m� v � 4;dann haben wir (I � Lj)
T (Lm�j � Lm�j�1)hu;v = 0:Also istm�1Xj=0 [(I � Lj)
T (Lm�j � Lm�j�1)℄hu;v = min(u+2;m�1)Xmax(0;m�v�3)[(I � Lj)
T (Lm�j � Lm�j�1)℄hu;v :An dieser Stelle wenden wir Satz 2.2 an. Wir betrahten alle vorkommenden Operatoren als Ope-ratoren von Br0p;p(T) ! Lp(T) f�ur ein 1=p < r0 < r. Wegen Br0p;p(T) ,! Br0p;1(T), wissen wir mitden Ergebnissen aus Kapitel 1 f�ur alle u 2 NkI � Lu : Br0p;p(T)! Lp(T)k � C2�ur0 :Das ergibt dann folgendes:k[I 
T (I � Lm)℄hu;vk � kIk � kI � Lmk � khu;vjSr0p;pB(T2)k� C22�mr0khu;vjSr0p;pB(T2)k: (2.5.7)In die letzte Ungleihung geht noh die Tatsahe ein, dass aufgrund von Br0p;p(T) ,! Lp(T) derOperator I : Br0p;p(T)! Lp(T) beshr�ankt ist. Analog istk[(I � Lm)
T L0℄hu;vk � C32�mr0khu;vjSr0p;pB(T2)k (2.5.8)Hier geht die Beshr�anktheit von L0 : Br0p;p(T)! Lp(T) ein. Es gilt n�amlih:kL0k � kL0 � Ik+ kIk:



2.5 Das Hauptresultat 73Shliesslih istk[(I � Lj)
T (Lm�j � Lm�j�1)℄hu;vk � k(I � Lj)
T (Lm�j � I)hu;vk+k(I � Lj)
T (I � Lm�j�1)hu;vk� C22�mr0khu;vjSr0p;pB(T2)k+ C22�(m�1)r0khu;vjSr0p;pB(T2)k= C42�mr0khu;vjSr0p;pB(T2)k: (2.5.9)Setzt man alles in (2.5.6) ein, so gilt:khu;v �B1=4m hu;vjLp(T2)k � 2�mr0khu;vjSr0p;pB(T2)k0�C2 + C3 + C4 min(u+2;m�1)Xmax(0;m�v�3) 11A� C52�mr0khu;vjSr0p;pB(T2)k �M(u; v;m); (2.5.10)wobei M(u; v;m) := (2 + (min(u+ 2;m� 1)�max(0;m� v � 3))+)und a+ := max(a; 0) f�ur a 2 R ist. In dieser Darstellung st�ort jetzt noh khu;vjSr0p;pB(T2)k. Dasih die Frequenzen von hu;v um (2u; 2v) be�nden (siehe De�nition), stellt man folgendes fest:khu;vjSr0p;pB(T2)kp = Xjj1�uj�1jj2�vj�1 2pr0(j1+j2) k(hu;v)j1;j2 jLp(T2)kp| {z }�khu;vjLp(T2)kp :mit der �ublihen Modi�kation f�ur p = 1. Dabei ist die Anzahl der Summanden immer � 9 und(j1; j2) liegt "in der N�ahe" von (u; v). Man erh�alt alsokhu;vjSr0p;pB(T2)k � 2r0(u+v)khu;vjLp(T2)k: (2.5.11)Damit sh�atzt man (2.5.10) weiter ab und erh�alt:khu;v �B1=4m hu;v jLp(T2)k � C62r0(u+v�m)khu;vjLp(T2)k �M(u; v;m): (2.5.12)Jetzt sind alle Hilfsmittel bereitgestellt, um khi � B1=4m hijLp(T2)k, i = 2; :::; 5 abzush�atzen. Esgilt:kh2 �B1=4m h2jLp(T2)k � m�6Xu=1 m�6Xv=m�5�u khu;v �B1=4m hu;vjLp(T2)k�(2:5:12) C6 m�6Xu=1 m�6Xv=m�5�u 2r0(u+v�m)(u+ v + 7�m)khu;vjLp(T2)k:Die letzte Ungleihung gilt, weil min(u+ 2;m� 1) = u+ 2 wegen u+ 2 � m� 6 und max(0;m�v � 3) = m� v � 3 wegen v � m� 6. Damit ist M(u; v;m) = (2 + (u+ v + 5�m)+). Weiter istklar, dass u+ v � m� 5 gilt. Und das zieht M(u; v;m) = u+ v + 7�m nah sih. Wir erg�anzenin der Doppelsumme den Faktor 2�r(u+v)2r(u+v)und man erh�alt damit:kh2 �B1=4m h2jLp(T2)k � C62�mr0 m�6Xu=1 m�6Xv=m�5�u(2(u+v)(r0�r)(u+ v + 7�m)�2(u+v)rkhu;vjLp(T2)k) (2.5.13)Jetzt sind wir an der Stelle angelangt, an der der Term m1�1=q in der Fehlerordnung zustande-kommt. Nimmt man also die Funktion h aus einem "kleineren" Raum Srp;qB(T2), so verbessert



2.5 Das Hauptresultat 74sih die Fehlerordnung. Es w�ahst ja bekanntlih Srp;qB(T) mit dem Index q bei festgehaltenenr; p > 0. Sei vorerst 1 � q < 1. Wir nutzen jetzt die H�oldershe Ungleihung f�ur Reihen, um(2.5.13) weiter zu vergr�ossern. Es gelte 1=q + 1=q0 = 1. Dann folgt:kh2 �B1=4m h2jLp(T2)k � C62�mr0  m�6Xu=1 m�6Xv=m�5�u 2(u+v)(r0�r)q0(u+ v + 7�m)q0!1=q0 � m�6Xu=1 m�6Xv=m�5�u 2(u+v)rqkhu;vjLp(T2)kq!1=qWir betrahten zun�ahst die erste Doppelsumme: Mit der Indextransformation ` = u+ v+7�mkann man folgendermassen vereinfahen:2�mr0(� � � )1=q0 = 2�mr0  m�6Xu=1 u+1X̀=2 2(m+`�7)(r0�r)q0`q0!1=q0= 2�mr m�6Xu=1 u+1X̀=2 2(`�7)(r0�r)q0`q0!1=q0
� 2�mr0BBBB�m�6Xu=1 1X̀=2 2(`�7)(r0�r)q0`q0| {z }�(r;q) 1CCCCA1=q0
� 2�mr(m� 6)1=q0 = 2�mr(m� 6)1�1=q :Die innere Reihe konvergiert aufgrund von r0 < r. Damit gilt:kh2 �B1=4m h2jLp(T2)k � C72�mrm1�1=q  m�6Xu=1 m�6Xv=m�5�u 2(u+v)rqkhu;vjLp(T2)kq!1=q| {z }=:N2;q(h)= C72�mrm1�1=qN2;q(h): (2.5.14)Die Bezeihnung N2;q(h) steht f�ur die `q(Lp)-Norm der Funktionenfolge (hu;v)u;v , die h2 erzeugt.Analog verwenden wir sp�ater N3;q(h); ::; N5;q(h). Im Falle q = 1 benutzt man niht die H�older-she Ungleihung, sondern zieht das Supremum aus der Summe (2.5.13) raus (siehe nahfolgendeBetrahtung). in (2.5.14) wird dann m1�1=q zu m und N2;q(h) zu N2;1(h). Man sieht also, dassman den Fall q =1 shreibweisentehnish in (2.5.14) eingemeinden kann. Als n�ahstes behandelnwir kh3 � B1=4m h3jLp(T2)k. Diese Beweistehnik funktioniert auh ganz analog bei h4 und h5. Esgilt also:kh3 �B1=4m h3jLp(T2)k � C6 m�6Xu=0 1Xv=m�5 2r0(u+v�m)M(u; v;m)khu;vjLp(T2)k:Hier sieht man sehr shnell, dass M(u; v;m) � u + 4 gilt. Erg�anzt man wieder den Faktor2r(u+v)2�r(u+v), so ergibt sih:
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kh3 �B1=4m h3jLp(T2)k � C60� supu=0:::m�6v=m�5:::1 2r(u+v)khu;vjLp(T2)k1A�2�mr0 m�6Xu=0 1Xv=m�5 2(u+v)(r0�r)(u+ 4)= C60� supu=0:::m�6v=m�5:::1 2r(u+v)khu;vjLp(T2)k1A| {z }=:N3;1(h) �2�mr0 m�6Xu=0 2u(r0�r)(u+ 4)| {z }�1(r) 1Xv=m�5 2v(r0�r)| {z }�2(r)2m(r0�r)� C82�mrN3;1(h)�(`q ,!l1) C92�mrN3;q(h) (2.5.15)Wie shon gesagt, folgt analoges auh f�ur h4 und h5. F�ugt man jetzt (2.5.14) und (2:5:15) zusam-men, so erh�alt man insgesamt mit (2.5.5):kh�B1=4m hjLp(T2)k � C10m1�1=q2�mr(N2;q(h) +N3;q(h) +N4;q(h) +N5;q(h))� C10m1�1=q2�mr(N1;q(h) +N2;q(h) +N3;q(h) +N4;q(h) +N5;q(h)):Im Falle q =1 istN1;1(h) +N2;1(h) +N3;1(h) +N4;1(h) +N5;1(h) � khjSrp;1B(T2)ksofort klar. Im Falle 1 � q <1 folgt:kh�B1=4m hjLp(T2)kq � [C10m1�1=q2�mr(N1;q(h) +N2;q(h) +N3;q(h) +N4;q(h) +N5;q(h))℄q� [C10m1�1=q2�mr℄q5q(N1;q(h)q +N2;q(h)q +N3;q(h)q +N4;q(h)q +N5;q(h)q)| {z }=khjSrp;qB(T2)kq :Das hat letztendlih kh�B1=4m hjLp(T2)k � C11m1�1=q2�mrkhjSrp;qB(T2)k (2.5.16)zur Folge. Diesen Betrahtungen liegt die Voraussetzung m > 6 zugrunde. Im Falle m � 6 gehtman folgendermassen vor:kh�B1=4m hjLp(T2)k � 1Xu=0 1Xv=0 khu;v �B1=4m hu;v jLp(T2)k(2.5.7) - (2.5.9), (2.5.11) � ~Cm2�mr0 1Xu=0 1Xv=0 2(u+v)r0khu;vjLp(T2)k� ~Cm2�mr0 supu;v 2r(u+v)khu;vjLp(T2)k 1Xu=0 1Xv=0 2(u+v)(r0�r)| {z }�� ~C2m2�mr0khjSrp;1B(T2)k <1�(m�6) ~C3khjSrp;qB(T2)k



2.6 Abshliessende Bemerkung 76Mit einer geeigneten Konstanten gilt (2.5.16) also auh f�ur m � 6 und damit f�ur alle m. �2.6 Abshliessende BemerkungIm letzten Abshnitt wurde f�ur h 2 Srp;qB(T2) mit r > 1=pkh�B1=4m hjLp(T2)k � C2�mrm1�1=qkhjSrp;qB(T2)k (2.6.1)gezeigt. Betrahtet man den Operator B1=4m unter einem anderen Gesihtspunkt, so stellt man fest,dass durh B1=4m ein Approximationsprozess der folgenden Art erkl�art ist:Sei f�1; :::; �M(m)g � T2 die Menge der Punkte, an denen B1=4m Funktionswerte seines Argumentesben�otigt. Man nennt diese Punkte auh "sampling points". Dann l�asst sih B1=4m h auh shreibenals: B1=4m h(x1; x2) = M(m)Xj=1 h(�j)	�j (x1; x2);wobei die Funktionen 	�j (x1; x2) trigonometrishe Polynome unabh�angig von h sind. Durh denIndex �j wird ihre Abh�angigkeit von f�1; :::; �M(m)g deutlih gemaht. Wir wollen nun (2.6.1)in Abh�angigkeit von M(m) ausdr�uken. In Bemerkung 2:2 wurde festgestellt, dass M(m) dieGr�ossenordnung m2m besitzt. Damit hat man logM(m) � m. Somit gilt:2�mrm1�1=q = 2�mrm�rmrm1�1=q= (m2m)�rmr+1�1=q� M(m)�r log(M(m))r+1�1=q : (2.6.2)Sei F die Einheitskugel in Srp;qB(T2). Dann hat man mit (2.6.2)suph2F kh�B1=4m hjLp(T2)k � CM(m)�r(logM(m))r+1�1=q : (2.6.3)Die Fragestellung, die dabei aufkommt, ist folgende: Wie gut kann man bei festgehaltener An-zahl von sampling points die Menge F auf diese Weise approximieren? Wir nehmen dabei denallgemeineren Fall, dass die Funktionen 	�j beliebige Lp(T2)-Funktionen sein k�onnen. Der Frei-heitsgrad besteht darin, die Anordnung der sampling points und der dazugeh�origen Funktionen	�j zu w�ahlen. Als Mass der G�ute der Approximation betrahten wir die Gr�osse�M := inff�1;:::;�Mg inf	�1 ;:::;	�M suph2F h� MXj=1 h(�j)	�j ������Lp(T2) :Mit (2.6.3) k�onnen wir diese Frage shon teilweise beantworten. Es gilt n�amlih�M � C2M�r(logM)r+1�1=q: (2.6.4)Es bleibt die Frage, ob es eine Anordnung von sampling points mit zugeh�origen Funktionen 	�jgibt, so dass man in (2.6.4) eine bessere Fehlerordnung erzielen kann.
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